Simulation d’expériences aléatoires en Scratch puis
Python.

Formation T2.

Activité 1. Jeu du lievre et de la tortue. On trouve la description suivante de ce jeu dans le
programme d’accompagnement de Seconde d’Algorithmique :

Algorithmes et probabilites

Les algorithmes proposés ci-aprés s’insérent dans le cadre de la simulation, et par conséquent de 'approche dite « fréquen-
tiste » des probabilités,

1/ Le jeu du liévre et de la tortue
Reégle du jeu.

A chaque tour, on lance un dé. Si le 6 sort, alors le liévre gagne la partie, sinon la tortue avance d’une case. La tortue gagne
quand elle a avancé 6 fois.

Question : le jeu est-il 4 'avantage du lievre ou de la tortue ?

1. On souhaite simuler une partie de ce jeu a l'aide de Scratch, en faisant avancer a I’écran deux
personnages. Dans ce but :

— Introduire deux lutins qui feront la course.

— Choisir un troisieme lutin (par exemple le chat ?7) qui jouera le role de coordonnateur : on
pourra lui faire annoncer le résultat des actions, effectuer les tirages au sort, mais son role
principal sera d’envoyer des messages aux deux autres personnages pour leur faire réaliser
des actions (se placer en début de partie, avancer,...). Le programme principal sera porté par
le script de ce personnage. On rappelle que les blocs Envoyer a tous message... et Quand je
recois messageX disponibles parmi les Evénements permettent de coordonner les actions
entre les lutins.

— Commencer par la mise en place des deux coureurs, a la demande du coordonnateur .

— On aura besoin de différentes variables pour le score du dé, les positions des deux person-
nages, les scores de chacun...

— On utilisera également le bloc nombre aléatoire entre ? et ? dans la liste des Opérateurs .

2. Simuler une succession de parties, et afficher la fréquence de succes de chacun des animaux. En
déduire une estimation des probabilités de victoire.

3. Ilustrer a l'aide du tracé d’une courbe la stabilisation des fréquences : on représentera en
abscisse le nombre d’expériences et en ordonnée la fréquence.(On n’affichera pas la graduation.)

4. Calculer les probabilités en jeu dans ’exercice.
5&. Modifier le programme pour que le nombre de cases & parcourir par la tortue ne soit plus 6

mais un entier n que 'utilisateur doit entrer. En déduire une conjecture quant au gagnant le plus
probable en fonction de n.
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Une premiere justification de ’approche fréquentiste.
Ici on propose de retrouver relativement rapidement et simplement une justification de 'approche
fréquentiste de la notion de probabilité.
On notera (£2,.4, p) un espace probabilisé.

1. Montrer 'inégalité de Markov dans le cas discret, c’est-a-dire que pour toute variable aléatoire
Z, discrete, positive (i.e telle que Z(2) C Ry ) et admettant une espérance on a

E(Z)

Va>0, p(Z 2a) < —

Indication : On pourra commencer par montrer que si Z(2) = {zj | k € N}, avec les zj distincts,
alors
E(Z) > Z 2kp(Z = z).
kEN | zx>a

2. Montrer l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, c’est-a-dire que dans le cas ou une variable
aléatoire Y admet une espérance et une variance, on a

< Var(Y) .

Va>0, p(|Y - E(Y)| > a)

a2

3. En déduire une démonstration du théoreme suivant.

Théoréme (Loi faible des grands nombres) : On considére un espace probabilisé (2, A, p) et une

suite de variables aléatoires (X,,), oy indépendantes, admettant la méme espérance et la méme variance.

% converge vers F(X7) en probabilité, c’est-a-dire

Ze)—().

4. En introduisant une bonne suite de variables aléatoires de Bernoulli (B;);en, expliquer comment
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet de justifier 'approche fréquentiste mise en place dans
I’Activité 1 par exemple, et évoquée dans les programmes.

Alors la suite de variables aléatoires

Xi+... X,

p - E(Xy)

Ve >0, limp (’

Par exemple, comment utiliser I'algorithme mis en place dans la question 2 de I’Activité 1 pour
qu’il renvoie une valeur approchée de la probabilité pr de victoire de la tortue & une précision de
10! avec une probabilité d’erreur inférieure a 0,05 ?
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Activité 2. Probléme de Monty Hall. Ce probléme est lié & un jeu télévisé américain présenté
par Monty Hall. Un joueur fait face a trois portes et a un présentateur. Derriere 'une des portes
(choisie au hasard avant le début de I’émission) se trouve une voiture. Derriere chacune des deux
autres se trouve une chévre. Le présentateur sait. Le joueur porte son choix sur I'une des portes.
Celle-ci n’est pas ouverte pour I'instant... car en effet, le présentateur ouvre I'une des deux autres
portes, dévoilant une chévre, et propose au joueur, s’il le souhaite, de changer de choix. On se pose
la question de la bonne stratégie a adopter : le joueur augmente-t-il ou pas ses chances de gagner
en changeant son choix.

(Précisons un peu comment le présentateur choisit la porte qu’il ouvre : si le candidat a préalablement
choisi une porte menant & une chévre, il choisit la seule autre porte menant a une chévre. Si le
candidat a choisi la porte menant a la voiture, il choisit au hasard parmi les deux portes menant a
une chévre celle qu'il ouvre.)

1. Tllustrer une partie du jeu de Monty Hall a I’aide de Scratch. On représentera a 1’écran les
portes, les cadeaux, et on rendra visibles les différents choix et les ouvertures (ou disparition) de
portes. On prendra garde a bien respecter les regles du jeu : tirage au hasard de la porte derriere
laquelle se trouve le prix de valeur, choix au hasard du joueur, comportement du présentateur
comme décrit ci-dessus...

2. En répétant un grand nombre de fois Iexpérience, on estimera dans un premier temps la
probabilité de gagner en maintenant son choix.

3. Dans un deuxieme temps, et en répétant a nouveau un grand nombre de fois une expérience,
on estimera la probabilité de gagner en modifiant toujours son choix.

4&. Justifier théoriquement ce que ’on constate.

Tpns_vollurﬁ @00 [ pos_beignett @D | ((pos_beignet2 @IEND | - ‘-rpos_volturo 00 | [ pos_beignett (1 | [ pos_beignetz (510 | "
[pom_ouvcm (1) ] hasard_presentateur (7100 [pom_ouvom (2 ] J hasard_presentateur (INF100)
(1 @00 [score @50 |  [frequence (D)) (nozow) (00w (score WERD | ([fequence GIIED))

e @y @ay =B @Gy @i

Quel est votre
choix ?

£ & & &
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Activité 3. Le jeu du franc carreau.

Le jeu du franc carreau est décrit de la facon suivante dans le document d’accompagnement des
programmes

Le jeu de Franc Carreau consiste & prendre une piece de monnaie (de lem de rayon, par exemple), et a la
lancer sur un carrelage dont les carreaux sont des carrés (de 10cm de coté par exemple). On fait Franc

Carreau quand la piece tombe sur une seule case, dont elle peut toucher les bords, mais sans empiéter
sur une autre case.

et par exemple de cette facon dans le manuel Delta - Cycle 4.

al cg Démontrer ©

Au Moyen Age, le jeu du franc-carreau consistait a
jeter une piéce sur un carrelage et a parier au préa-
lable sur la position finale de la piéce : a cheval sur
un des bords du carreau ou entierement a l'intérieur
du carreau. On parlait de franc-carreau.

En 1733, Georges Louis Leclerc a étudié la probabilité
de gagner ou de perdre a ce jeu.

Cet exercice propose une adaptation de ce jeu.

REALISER ET CONJECTURER

Régles du jeu

- Chaque joueur lance au hasard une piéce (de
rayon 1 cm) sur son damier.

- Si la piéce chevauche une des lignes du quadril-
lage, le lancer est perdu.

- Si la piéce sort du damier, on relance la piéce.

- Si la piéce est entierement a l'intérieur d'une
case du damier, le lancer est réussi : la piece est a
franc-carreau.

__— A franc-carreau

P
(3 < On recommence

2 Pas a franc-carreau

1. Proposer avec Scratch une simulation de cette expérience aléatoire permettant d’obtenir une
estimation de la probabilité de faire Franc Carreau.

2&. Déterminer la probabilité de faire Franc Carreau.
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Activité 4. Jeu du liévre et de la tortue : le retour. On (re!)considere la description suivante
de ce jeu dans le programme d’accompagnement de Seconde d’Algorithmique :

Algorithmes et probabilites

Les algorithmes proposés ci-aprés s'insérent dans le cadre de la simulation, et par conséquent de 'approche dite « fréquen-
tiste » des probabilités.

1/ Le jeu du liévre et de la tortue

Régle du jeu.

A chaque tour, on lance un dé. Si le 6 sort, alors le ligvre gagne la partie, sinon la tortue avance d’une case. La tortue gagne
quand elle a avancé 6 fois.

Question : le jeu est-il a I'avantage du lievre ou de la tortue ?

1. Dans le langage Python, écrire une fonction simulant une partie de ce jeu et retournant le
vainqueur. On aura besoin du module random.

2. Ecrire une fonction prenant en entrée un entier n puis simulant une succession de n par-
ties, avant d’afficher la fréquence de succes de chacun des animaux.

3. Illustrer a l'aide du tracé d’une courbe le phénomene de stabilisation des fréquences : on
représentera en abscisse le nombre d’expériences et en ordonnée la fréquence. On pourra utiliser le

module matplotlib et les connaissances vues en T1.

4. Vérifier la cohérence avec comparant avec les probabilités de victoire des animaux.
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Activité 5. Couper un segment en trois.

Casser un baton

On considére la situation suivante : on prend un baton, qu'on casse en 3 morceaux. L'expérience est
reussie si les 3 morceaux constituent les cotés d'un triangle.

1. Simuler a I’aide de Python une telle expérience de découpage. Le programme dira si les segments
obtenus a partir du découpage permettent ou pas de construire un triangle. On pourra, en fonction
des longueurs x, y et z des morceaux obtenus par decoupage donner une condition nécessaire et
suffisante pour la constructibilité du triangle.

2. Simuler une succession de parties, et donner une valeur approchée de la probabilité cherchée.
3. Calculer la (ou faut-il dire les ?7) probabilité(s) en jeu dans I'exercice.

4. Vous avez utilisé des conditions sur les longeurs des cotés relatives a la constructibilité d’un
triangle : redémontrer le résultat sous-jacent.
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