
M1 - Initiation à la Recherche
Applications des matrices aux moteurs de recherche.

Durée : 3h.

Les calculatrices ne sont pas autorisées, ni les communications entre vous. Si vous constatez ce

qui vous semble être une erreur d’énoncé, il faut l’indiquer et poursuivre au mieux.

Partie I : Analyse d’activités de Terminale S

Cette partie est liée aux documents fournis pages 2 et 3. On ne demande pas de répondre aux

questions de ces activités, mais aux questions suivantes :

I.1. Donner le le nom de l’algorithme décrit dans l’activité, le nom de son inventeur, le nom

de l’entreprise avec laquelle il travaillait, et l’année (à peu près) de son invention.

I.2. Enoncer et démontrer la formule des probabilités totales.

I.3. Avec nos connaissances du supérieur, on souhaite prendre du recul par rapport à l’activité

1, et donner un peu plus de formalisme à l’énoncé. On introduit l’espace probabilisé (⌦, p), la
suite de variables aléatoires (Yn)n2N qui prend ses valeurs dans l’ ensemble {1, 2, 3, 4, 5}, et dont
la valeur prise correspond à la page sur laquelle se trouve l’utilisateur après n clics, comme décrit

dans l’activité 1. On définit une suite de matrices colonnes (Zn)n2N de M5,1 (R) de sorte que

8n 2 N, 8i 2 J1, 5K, (Zn)i,1 = p (Yn = i). Montrer qu’il existe une matrice B 2 M5,5 (R), que
l’on déterminera, telle que 8n 2 N, Zn+1 = BZn. On démontrera précisément l’égalité (comme

d’habitude bien sûr !).

I.4. A la question 4.b de l’activité 2, un élève répond :

On calcule que I4 � 0, 85A est di↵érent de zéro : on peut alors diviser des deux côtés et on a

X =
0,15C

I4�0,85A .

Quel est le principal problème dans la réponse de l’élève ? Proposer un exemple pour l’aider à

comprendre son erreur.
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Partie II : matrices stochastiques.

Dans ce qui suit, n est un entier supérieur ou égal à 1. On note In la matrice identité de rang n.

On dit qu’une matrice M 2 Mn,n (R) est stochastique si

⇢
8(i, j) 2 J1, nK2, Mi,j � 0

8i 2 J1, nK,
Pn

j=1Mi,j = 1
. On

note Sn l’ensemble des matrices stochastiques ainsi défini.

Soit p, q, r des éléments de N⇤
. On rappelle qu’une suite (Ak)k2N d’éléments de Mp,q (R)

est dite convergente vers A 2 Mp,q (R) si chacune des suites des composantes de la suite (Ak)

converge vers la composante correspondante dans A. Autrement dit, on dit que (Ak) converge

vers A si pour tout i 2 J1, pK et j 2 J1, qK on a

⇣
(Ak)i,j

⌘

k2N
qui converge vers (A)i,j .

On rappelle que si deux suites (Ak)k2N et (Bk)k2N d’éléments de Mp,q (R) et Mq,r (R) con-

vergent respectivement vers un élément A 2 Mp,q (R) et un élément B 2 Mq,r (R), alors la suite

des produits matriciels (AkBk) converge vers le produit des limites AB.

Enfin, pour tout n 2 N⇤
et X 2 Mn,1 (R), on note ||X||1 = max{|Xi,1| | \ i 2 J1, nK}. Dans

tout le problème, on assimilera Mn,1 (R) à Rn
, et une matrice A 2 Mn,n (R) à l’endomorphisme

de Rn
canoniquement associé X 7! AX.

II.1. Pour tout n 2 N⇤
, on considère le vecteur colonne Vn 2 Mn,1 (R) dont toutes

les composantes valent 1. Montrer que M 2 Mn,n (R) est stochastique si et seulement si⇢
8(i, j) 2 J1, nK2, Mi,j � 0

MVn = Vn
.

En déduire une valeur propre commune à toutes les matrices stochastiques.

II.2. En vous ramenant à la définition, montrer que le produit de deux matrices stochas-

tiques est stochastique de deux façons :

II.2.1 en utilisant le résultat d’une question précédente, et

II.2.2 en se ramenant à la définition d’une matrice stochastique, et du produit de deux matri-

ces.

II.3. Pour répondre à la question suivante :

Question : On considère n 2 N⇤
et A 2 Sn. Montrer que pour tout k 2 N, la matrice Ak

est stochas-

tique.

un étudiant propose :

Réponse : On fait une récurrence : la matrice A0
qui est l’identité est stochastique donc la proposition

est vraie au rang 0. Supposons que la proposition soit vraie au rang n pour tout n 2 N⇤
, donc An

est

stochastique pour tout n 2 N⇤
. On a donc A⇥An

qui est stochastique, car c’est le produit de deux

matrices stochastiques. Donc An+1
est stochastique, et la proposition au rang n+ 1 est démontrée.
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Analyser rapidement sa réponse et relever les principaux problèmes.

II.4. Montrer qu’une limite de suites de matrices stochastiques est stochastique.

II.5. Soit n 2 N⇤
et M 2 Sn.

II.5.1. Montrer que pour tout X 2 Cn
on a ||MX||1  ||X||1.

II.5.2. En déduire que toute valeur propre � 2 C de M vérifie |�|  1.

II.6. On considère la matrice stochastique

T =
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A .

II.6.1 Calculer les valeurs propres de T et montrer que T est diagonalisable.

II.6.2 Donner une matrice diagonale D et une matrice carrée inversible P , d’ordre 3, telles

qu’on ait T = PDP�1
.

II.6.3 Montrer que la suite (T k
)k�0 converge, et calculer sa limite.

II.7. Pour tout n 2 N⇤
on considère Un 2 Sn la matrice stochastique dont tous les coef-

ficients sont égaux. A partir du rang de Un, montrer que Un est diagonalisable, et en déduire le

polynôme caractéristique de Un.

II.8. Soit n 2 N⇤
et A 2 Sn. On suppose que A est diagonalisable, et que la seule valeur

propre de A de module 1 est 1. Montrer que la suite (Ak
)k2N converge.

II.9. Soit n 2 N⇤
et A 2 Sn. On suppose que la suite (Ak

)k2N converge vers B.

II.9.1 Montrer que B2
= B.

II.9.2 En déduire que R3
= Ker (B � I3)

L
KerB.

Pour une partie de la démonstration, on pourra s’appuyer sur un raisonnement par analyse et

synthèse.

II.9.3 Proposer un exemple d’énoncé d’exercice, sur le thème de son choix, avec une résolution

qui s’appuie sur un raisonnement par analyse et synthèse.

L’exercice et sa résolution seront au niveau d’une classe de lycée.

Ê

Partie III : valeurs propres de module 1 d’une matrice stochastique.

Dans cette partie on considère n 2 N⇤
et A 2 Sn telle que 8(i, j) 2 J1, nK2, Ai,j > 0. On

considère également � 2 C une valeur propre de A telle que |�| = 1. Soit X 2 Cn
un vecteur

propre associé à cette valeur propre �, et on note

X =

0

BB@

x1
.
.
xn

1

CCA .

Enfin, soit k 2 J1, nK tel que ||X||1 = |xk|.

III.1 Montrer que pour tout (z, z0) 2 C2
on a |z � z0| � ||z|� |z0||.

III.2 Soit (zi)i2J1,nK 2 Cn
. Montrer que |

Pn
i=1 zi| =

Pn
i=1 |zi| si et seulement si il existe
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✓ 2 [0, 2⇡[ et (⇢i)i2J1,nK 2 (R+)
n
tels que 8j 2 J1, nK, zj = ⇢jei✓.

III.3 Montrer les égalités ou inégalités suivantes :

A. |xk| = |
Pn

i=1Ak,ixi|
B. |

Pn
i=1Ak,ixi| 

Pn
i=1Ak,i |xi|

C.
Pn

i=1Ak,i |xi|  |xk|

III.4 Que peut-on en déduire ?

III.5 Montrer que pour tout (i, j),2 J1, nK2 on a xi = xj .
III.6 Quel résultat avons-nous montré dans cette partie (relativement à � et à l’espace propre

associé ? (Plus dur.) En déduire que sous les conditions de cette partie, la suite (Ak
)k2N

converge vers une matrice dont on précisera le rang
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