Feuille 2 : Suites convergentes.
L2 Parcours EEF - Analyse

I Convergence de suites : mettre la main dans les ¢

Comprendre la définition de la convergence d’une suite de réels

Exercice 1. Montrer, sans utiliser de théoreme du cours, en utilisant uniquement la définition
de la convergence ou de la divergence d’une suite ! que :
a) la suite réelle (up)nen de terme général u,, = converge vers 0,

_2
n2—3
n+5m
3n+1
sin3(n).n
n2+7
d) la suite réelle (x,,)nen de terme général x,, = 5n? — 9 diverge vers +oo.

e) la suite réelle (1, )nen de terme général g, = n3+cos(n).n diverge vers +o0o (un peu plus dur).

b) la suite réelle (vy,)nen de terme général v, = converge vers %,

c) la suite réelle (wy,)nen de terme général w,, = converge vers 0,

Exercice 2. Soit (uy)nen une suite de nombres réels. On suppose que les suites extraites (vp, )neN
et (wp)nen définies par les égalités v, = wugy, et w, = ugpt41 pour n € N convergent vers une
meéme limite [ € R. En vous ramenant a la définition, montrer que la suite (uy,) converge vers [.

Exercice 3. Soit I € R et (upn)nen une suite de nombres réels qui converge vers [. Mon-
trer que les termes de la suite sont strictement positifs a partir d’un certain rang.

Exercice 4. Définition de la convergence d’une suite au lycée.

1. Chercher dans les programmes des classes de Premiére Scientifique, de Terminale Scientifique,
et de Terminale STI2D en vigueur comment la convergence d’une suite est définie.

2. Montrer ’équivalence entre la définition donnée en Terminale S et la définition du supérieur
en termes de epsilon. (Vous devez vous poser la question : quelle est la méthode pour montrer
que deux définitions sont équivalentes ?)

3. Démontrer I'unicité de la limite d’une suite a l'aide de la définition donnée en Terminale S.
4. Démontrer le théoreme des gendarmes a ’aide de la définition donnée en Terminale S.

5. Soit I € R et (up)nen une suite de nombres réels qui converge vers I. Donner une démonstration
accessible a des éleves de Terminale S du fait que les termes de la suite sont strictement positifs
a partir d’un certain rang.

6. Montrer I’équivalence entre la définition donnée en Terminale STI2D et la définition du
supérieur en termes de epsilon.

Exercice 5. Dans un cours (douteux) de L1 Maths, on trouve la définition suivante :

Soit (un)nen une suite réelle, et | un réel. On dit que la suite (u,) converge vers [ si
Ve>0, INeN, YneN, (n> N = |u, — | <¢)

1. Il s’agit de cas d’école pour bien comprendre la notion de limite, pour manipuler et toucher du doigt
la définition en termes de €; bien sir, dans la pratique, on utilisera des théorémes plus sophistiqués et plus
performants pour calculer les limites!
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Que pensez-vous de cette définition ?

Exercice 6. Une question de cours donnée aux écrits du Capes 2015

1. Démontrer que si (up)nen est une suite réelle croissante et non majorée, alors elle diverge
vers +00.

2. Démontrer que si (up)nen est une suite réelle croissante et majorée, alors elle converge.

3. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite rélle décroissante soit conver-
gente.

Exercice 7. Une question de I’Examen intermédiaire 2011. Que peut-on dire de la somme
d’une suite réelle bornée et d’une suite réelle divergente vers —oo ? Le démontrer en se ramenant
a la définition d’une suite divergente vers —oo.

Exercice 8. Une question de I’Examen intermédiaire 2011. On considere deux suites de réels
strictement positifs (up)nen €t (vn)nen qui divergent vers +o0o. On suppose qu’une suite réelle

(wn)nen vérifie

1
V(k,n) € N% 0<w, < & 4
Un Vg

Montrer que (wy,) converge vers 0.

Un critéere de convergence

Exercice 9. Théoréme ou regle de D’Alembert. Il existe plusieurs versions du théoreme
ou de la régle de D’Alembert : une pour les suites, une pour les séries, une pour les séries
entieres... Ici on s’intéresse au cas des suites. Commencons par le cas des suites positives. Soit
(un)nen une suite de nombres réels strictement positifs. On suppose l'existence de | € Ry tel
que “ converge vers [.

1. On considere un réel I’ tel que I’ > [. Montrer qu'il existe un entier N tel que

Un41
Unp,

YneN, n>N = <

2. En déduire que Vn € N, n > N = 0 < u,, < " Nuy.

3. On suppose maintenant que [ < 1 : conclure en utilisant ce qui précede a la convergence de
(uy) vers 0 (on récapitulera proprement).

4. On suppose maintenant que [ > 1. Montrer que pour tout réel I’ tel que I’ < [ il existe un
entier N tel que Vn € N, n > N = u, > "Ny n. En déduire que u,, diverge vers 4o00.

5. Montrer que si [ = 1, il se peut que (u,) converge ou diverge.

6. En déduire une version du théoreme de D’Alembert pour les suites réelles (pas forcément
positives) ou complexes.

Moyenne de Cesaro (tombé au Capes 2015)
Exercice 10. A toute suite réelle (u,),en+ on associe la suite de Cesaro? (c,)nen+ dont le
terme général est défini comme la moyenne :

U+ ...+ up
—

Vn e N*, ¢, =

2. Les suites de Césaro sont utilisées en analyse, par exemple pour étudier les séries de Fourier. Qui sait énoncer
le théoréme de Féjer ?
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On se propose de montrer le théoreme de Cesaro : si la suite (u,) converge vers un réel [, alors
cn, converge également vers [.

1. Montrer que pour tout [ € R et tout (n,ng) € N* x N* tels que n > ng on a

220:1 |ug, — | i EZ:MH lug — 1]
n n '

len — 1] <

2. On suppose que (u,) converge vers un réel [. Montrer que pour tout € € R il existe ng € N*
tel que

n
VneN, n>ng= Li=ngr1 |k — 1 < <
n 2
3. Conclure proprement.
4. La réciproque du théoreme de Cesaro est-elle vraie 7
5. (Peut-étre plus difficile) Trouver un contre-exemple a la réciproque du théoréme de Cesaro
avec une suite a termes positifs.
6. Montrer que si la suite (u,) diverge vers +oo alors il en est de méme pour la suite ¢,. On
pourra s’inspirer de la démonstration du théoreme de Cesaro.
7. Exemple d’application : On suppose qu’il existe A € R* tel que la suite w,+1 — u, converge
vers A\. Montrer que la suite < converge vers A\. Que peut-on dire en terme d’équivalents?
8. Quand on a bien compris la démonstration du théoréeme de Cesaro on peut s’entrainer sur
cette question plus difficile. On associe cette fois a toute suite de réels (uy,)nen la suite (t,)nen

de terme général ¢, = Zk%ﬁk)“k Montrez que si la suite (u,) converge vers [ € R alors la suite

(t,) converge vers la méme limite.

Suites et espaces vectoriels

Rappelons que ’ensemble des suites réelles (que ’on notera ici ) est naturellement muni d’une
structure d’espace vectoriel ® sur le corps R. De quel résultat plus général est-ce un cas particu-
lier 7

Exercice 11. Parmi les sous-ensemble suivants, préciser lesquels sont des sous-espaces vec-
toriel de [, et les inclusions éventuelles. Comme toujours on justifiera.

a) lp, le sous-ensemble des suites bornées.

b) 40, le sous-ensemble des suites u,, qui tendent vers +oo.

¢) lp, le sous-ensemble des suites de limite nulle.

d) I, le sous-ensemble des suites convergentes.

e) l4 le sous-ensemble des suites qui convergent vers une limite positive.

IT Quizz

Exercice 12. Préciser pour chacune des propositions suivante si elle est vraie (en la démontrant)
ou si elle est fausse (en donnant un contre-exemple). Dans tout l’exercice, on désigne par (uy)
et (v,) deux suites réelles.

3. Mais quel peut-étre l'intérét d’une telle structure? On peut trouver un exemple dans le programme de
Terminale S spécialité.
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a) Si la suite (u,) converge vers [ > 0, alors pour tout n > 0 on a u, > 0.

b) Si la suite (u,) converge vers 0, alors la suite de terme général u,v, converge vers 0.

c) Si la suite (up) converge vers [ > 0 et si la suite (v,) tend vers +oo alors la suite de terme
général u,v, tend vers 4o0.

d) Si la suite (u,) est bornée et si la suite de terme général u,v, est bornée, alors la suite (vy,)
est bornée.

e) Si la suite (uy) converge et si la suite de terme général u,v, converge, alors la suite (vy)
converge.

f) Si la suite (u,) converge, alors elle est monotone & partir d’un certain rang.

g) La suite (u,) converge si et seulement si la suite (up4+1 — uy) converge vers 0.

h) Les suites (%) et (%) sont adjacentes.

IIT Quelques études de convergence.

Suites dont on connait une expression en fonction de n

Exercice 13. Du cours! Etudier les limites suivantes. Il faut savoir retrouver tres rapidement
les résultats et les démonstrations liées a ces suites tres classiques. Il faut souvent distinguer
plusieurs cas.

a) n® (avec a € Z, puis « € R) b) a"™ (avec a € Roua € C)
c) 4 (avec a € R) d) 4 (aveca € Ret a € R) et e) 2.

Exercice 14. Etudier les limites des suites de terme général :
a) 4"2;”;6 b) In(e3n +4) — In(n + 6)

¢) \/n+ /n — /n (sans utiliser de DL) d) 52 ,sz
o) HEF D 2+ (-1 iE ;
h) ! Vi — B(VA) et i) [T}, 27 .

Exercice 15. Trés proche d’un exercice donné aux écrits du Capes 2015. L’objectif de cet exer-
cice est d’étudier la convergence de la suite sin(n#) en fonction de 6 € R.

1. Soit # € R. Montrer que la suite de terme général e converge si et seulement si 6 € 277Z.
Indication : on pourra utiliser égalité Vn € N, ¢! ("t1)f = ¢i¢inf of pagser & la limite.

2. Pour cette question et la suivante, on suppose 6 ¢ 7Z. Montrer que si la suite de terme
général sin(nf) converge, alors la suite de terme général cos(nf) converge également. Indica-
tion : On pourra utiliser une expression de sin ((n 4 1)6) en fonction de cos (nf).

3. En déduire que la convergence de la suite de terme général sin(nf) entraine celle de la suite
einG.

4. Conclure.

4. Pas forcément évident...si vous bloquez, calculez plusieurs termes pour comprendre ce qui se passe.
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Suites définies par une relation de récurrence

Exercice 16. Suites de Fibonacci® On considére la suite définie par la donnée de ses deux
premiers termes ug et u; strictement positifs et de la relation de récurrence uy o = Unt1 + Unp-
Etudier la positivité, le sens de variation de la suite, ses limites éventuelles puis conclure.

Exercice 17. On considere la suite définie par la donnée de son premier terme uy = 1 et

la relation de récurrence u,41 = ug—’jrl Etudier la positivité, le sens de variation de la suite, ses
n

limites éventuelles puis conclure.

Exercice 18. Suite de Héron® On considere la suite définie par la donnée de son premier

terme up € R et la relation de récurrence u, 1 = %(un + ﬁ) avec a € R’ . Etudier la positivité
de la suite, le signe de u,t1 — v/a, le sens de variation de la suite, ses limites éventuelles et

conclure.

Suites adjacentes.

Exercice 19. On considere les suites (u,) et (vy,) définies par u, = > et v, = Y 0o & + .
1. Montrer que ces suites sont adjacentes.

2. Montrer que leur limite commune n’est pas un nombre rationnel. Indication : Si cette limite

e vaut %, considérer u, < e < v, pour aboutir a une contradiction.

3. Quel est le type de raisonnement utilisé pour répondre a la question précédente ? En proposer

un exemple accessible & une classe de lycée (on précisera le niveau).

Exercice 20. Moyenne arithmético-géométrigue On considere ag et by deux réels positifs et
on définit les deux suites réelles (a,,) et (b,) par les relations :

an + by,

Vn € N, anH:m et bpy1 = 5

Justifier I'existence de ces suites.
Montrer que : Vn € N*, a,, < b,.
Montrer que (a,) et (b,) convergent vers une méme limite. On note p(a,b) cette limite.

b
Montrer que p(a,b) = u(b, a) = p(v/ab, a—2i— )-

Ll

5. Les suites de Fibonacci sont des premiers exemples de suites récurrentes linéaires doubles. On peut les utiliser
pour compter les lapins, le nombre d’ancétres des hyménopteres, le nombre de fagons de répartir n litres d’huile
d’olive dans des tonnelets de 1 ou 2 litres, le nombre d’opérations dans I’exécution de 'algorithme d’Euclide...
Savez-vous calculer le terme général de la suite en fonction de n et du nombre d’or ?

6. Cette suite est utilisée depuis bien longtemps pour obtenir une valeur approchée de sa limite, car sa conver-
gence est tres rapide. Il s’agit en fait d’un cas particulier d’'une méthode plus générale...vue dans le premier
probléeme.

INSPE Nice-Toulon 5/5 Université de Toulon



