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Durée : 3 h

L’usage des calculatrices et des téléphones est interdit. Les résultats indiqués dans l’énoncé
peuvent êtres utilisés pour la suite du problème. Il ne faut pas hésiter à traiter les questions
dans l’ordre de son choix. Si la candidat remarque une erreur d’énoncé, il l’indique et poursuit
en indiquant les initiatives qu’il est amené à prendre. On considère qu’un espace probabilisé
(Ω,A, P ) correspond à la situation décrite.

Un énoncé d’activité tiré d’un manuel de Terminale S est proposé à la fin du sujet : on ne
demande pas d’en résoudre toutes les questions, mais seulement certaines qui sont indiquées.

Dans le sujet, on considère la situation qui est décrite dans cette activité. On va essentiellement
analyser la partie B de ce cette activité.

1. Une question de cours. Enoncer puis démontrer la formule des probabilités totales.

2. Loi géométrique. On considère un réel p ∈ [0, 1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit
une loi géométrique de paramètre p siX (Ω) = N∗ et si ∀k ∈ N∗, P (X = k) = p(1−p)k−1 (∗).

2.1. Proposer une interprétation concrète de la loi géométrique en termes d’épreuves de
Bernoulli destinée à une classe de lycée.

2.2. Pour l’interprétation que vous proposez en 2.1, prouvez l’égalité (*) ci-dessus.

2.3. On souhaite simuler une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramètre
p ∈ [0, 1] à l’aide d’un ordinateur pouvant générer aléatoirement des nombres unifor-
mément compris entre 0 et 1. Proposer en pseudocode un algorithme simulant une
telle variable aléatoire en l’accompagnant d’explications précises prêtes à être notées
par des élèves.

2.4. Pour un entier n > 0, calculer de deux façons la dérivée d’une fonction qui à x associe∑n
k=0 x

k. En déduire qu’une variable aléatoire suivant une loi géométrique de para-
mètre p admet une espérance qui vaut 1

p .

Pour la suite, au besoin, on pourra admettre que V (X) = (1−p)
p2

.

3. Simulations d’achats de boîtes de céréales .

3.1. On souhaite simuler le comportement de Max qui est décrit dans l’activité. Max n’a
donc aucune figurine au départ et il va acheter des boîtes de céréales jusqu’à compléter
sa collection. Proposer en pseudocode un algorithme effectuant cette simulation et
renvoyant (ou affichant si vous préférez) le nombre de boîtes qu’il a fallu acheter
pour compléter la collection. Une possibilité est d’utiliser un tableau T à 11 entrées
T [1], T [2], . . . , T [11] tel que T [i] corresponde au nombre de figurine de type i que
possède Max. On accompagnera à nouveau le pseudocode d’explications.

3.2. On souhaite avoir une estimation du nombre moyen de paquets qu’il faut acheter
pour obtenir les 11 figurines en effectuant un grand nombre de simulations. Propo-
ser un algorithme en pseudocode qui renvoie une telle estimation. On pourra utiliser
une fonction collection renvoyant le nombre calculé par l’algorithme de la question
précédente, c’est-à-dire renvoyant le nombre de boîtes achetées lors d’une simulation
d’achats jusqu’à obtenir une collection complète.

4. Nombre moyen de boîtes à acheter . On introduit la variable aléatoire Y et la suite
finie de variables aléatoires (Yk)k∈{0,...,10} comme dans la partie B de l’énoncé.

4.1. Répondre à la question B.1.b de l’énoncé demandant de calculer P (Yk = j).
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4.2. Ici on s’intéresse à la question B.2.a. On ne souhaite pas y répondre, mais proposer un
exemple pour aider des élèves à comprendre. Proposer un exemple d’achat de boîtes
de céréales menant à une valeur de Y égale à 25 en donnant, dans l’ordre la liste des
figurines tirées, et les valeurs de Y0, Y2,... et Y10 correspondant dans ce cas là. On
expliquera comme à des élèves.

4.3. Montrer le résultat qui est admis dans la question B.2.b, c’est-à-dire que pour k ∈ {0, . . . , 10}
on a E(Yk) = 11

11−k .

4.4. Calculer E(Y ) comme demandé en B.2.b. On exprimera le résultat à l’aide d’une
somme

(
1 + 1

2 + 1
3 + . . . + 1

11

)
.

4.5. Pour cette question et la suivante, on s’intéresse au nombre moyen de boîtes à acheter
lorsque le nombre de figurines à collectionner est un entier n > 2 (et non plus 11). En
expliquant assez rapidement, proposer une expression de E(Y ) en fonction de n dans
ce cas.

4.6. On considère la suite réelle (un)n∈N∗ définie par ∀n ∈ N∗, un = ln(n + 1) − ln(n).
Montrer que un ∼ 1/n, puis, en utilisant un théorème sur les séries, en déduire un
équivalent simple de E(Y ) quand n tend vers +∞.

4.7. Un peu plus difficile. Montrer que Y admet une variance, et qu’il existe une constante
A ∈ R+ telle que ∀n ∈ N∗, V (Y ) ≤ An2. On pourra donner une expression de V (Y )
faisant apparaître une somme.

5. Justification de la simulation. On revient au cas décrit dans l’énoncé où le nombre
de figurines à collectionner vaut 11. On admet que V (Y ) ≤ 200, et on fait comme si on ne
connaissait pas la valeur de l’espérance E(Y ) que l’on cherche à approcher .

5.1. On souhaite justifier l’approche utilisée à la question 3.2. On considère qu’on peut
modéliser la suite de simulations réalisées à la question 3.2 par une suite (Zn)n∈N
de variables aléatoires indépendantes et suivant la même loi que Y . En utilisant un
théorème du cours montrer que pour tout a > 0 et tout n ∈ N∗ on a

P

(∣∣∣∣Z1 + . . . + Zn

n
− E(Y )

∣∣∣∣ ≥ a

)
≤ 200

na2
.

5.2. Ce dernier résultat acquis, on se pose la question de déterminer une condition suffisante
sur l’entier n pour qu’en réalisant n simulations, on obtienne une valeur approchée
de l’espérance à 10−2 près avec une probabilité d’erreur inférieure ou égale à 0.05.
Relever le problème principal dans la proposition de réponse suivante. On n’indiquera
qu’un seul problème, celui qui semble le plus important.

En prenant a = 0.01, et en utilisant ce qui précède on a p
(∣∣Z1+...+Zn

n − E(Y )
∣∣ ≥ 0.01

)
≤

2000000
n . Il faut donc choisir 2000000

n ≤ 0.05, d’où n ≥ 20 × 2000000, et donc il faut prendre
n ≥ 40000000.

6. Une analyse de la partie A

Quel résultat du cours concernant la matrice de transition M permet de répondre à la
question A.2.c, c’est-à-dire de trouver P (X3 = 2), ou plus généralement P (Xk = j) ?
Démontrer ce résultat en utilisant la formule des probabilités totales.
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