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PROBLEME DU 18 MARS 2019
Durée : 3 h

L’usage des calculatrices et des téléphones est interdit. Les résultats indiqués dans 1’énoncé
peuvent étres utilisés pour la suite du probléme. Il ne faut pas hésiter & traiter les questions
dans l'ordre de son choix. Si la candidat remarque une erreur d’énoncé, il I'indique et poursuit
en indiquant les initiatives qu’il est amené & prendre. On considére qu’un espace probabilisé
(Q, A, P) correspond a la situation décrite.

Un énoncé d’activité tiré d’'un manuel de Terminale S est proposé a la fin du sujet : on ne
demande pas d’en résoudre toutes les questions, mais seulement certaines qui sont indiquées.

Dans le sujet, on considére la situation qui est décrite dans cette activité. On va essentiellement
analyser la partie B de ce cette activiteé.

1. Une question de cours. Enoncer puis démontrer la formule des probabilités totales.

2. Loi géométrique. On considére un réel p € [0, 1]. On dit qu’une variable aléatoire X suit
une loi géométrique de parameétre p si X (Q) = N* et siVk € N*, P (X = k) = p(1—-p)*~1 (%).
2.1. Proposer une interprétation concréte de la loi géométrique en termes d’épreuves de

Bernoulli destinée a une classe de lycée.

2.2. Pour interprétation que vous proposez en 2.1, prouvez ’égalité (*) ci-dessus.

2.3. On souhaite simuler une variable aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre
p € [0,1] a l'aide d’un ordinateur pouvant générer aléatoirement des nombres unifor-
mément compris entre 0 et 1. Proposer en pseudocode un algorithme simulant une
telle variable aléatoire en ’accompagnant d’explications précises prétes a étre notées
par des éléves.

2.4. Pour un entier n > 0, calculer de deux fagons la dérivée d’une fonction qui a x associe
> ro 2. En déduire qu'une variable aléatoire suivant une loi géométrique de para-
meétre p admet une espérance qui vaut }D.

(1-p)
p?

Pour la suite, au besoin, on pourra admettre que V(X) =

3. Simulations d’achats de boites de céréales .

3.1. On souhaite simuler le comportement de Max qui est décrit dans I'activité. Max n’a
donc aucune figurine au départ et il va acheter des boites de céréales jusqu’a compléter
sa collection. Proposer en pseudocode un algorithme effectuant cette simulation et
renvoyant (ou affichant si vous préférez) le nombre de boites qu'il a fallu acheter
pour compléter la collection. Une possibilité est d’utiliser un tableau T & 11 entrées
T[1],T[2],...,T[11] tel que T]i] corresponde au nombre de figurine de type i que
posséde Max. On accompagnera & nouveau le pseudocode d’explications.

3.2. On souhaite avoir une estimation du nombre moyen de paquets qu’il faut acheter
pour obtenir les 11 figurines en effectuant un grand nombre de simulations. Propo-
ser un algorithme en pseudocode qui renvoie une telle estimation. On pourra utiliser
une fonction collection renvoyant le nombre calculé par ’algorithme de la question
précédente, c’est-a-dire renvoyant le nombre de boites achetées lors d’une simulation
d’achats jusqu’a obtenir une collection compléte.

4. Nombre moyen de boites & acheter . On introduit la variable aléatoire Y et la suite
finie de variables aléatoires (Y )reo,..,10) comme dans la partie B de I’énoncé.

4.1. Répondre a la question B.1.b de I’énoncé demandant de calculer P (Yy = j).



4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

4.7.

Ici on s’intéresse a la question B.2.a. On ne souhaite pas y répondre, mais proposer un
exemple pour aider des éléves & comprendre. Proposer un exemple d’achat de boites
de céréales menant & une valeur de Y égale & 25 en donnant, dans l'ordre la liste des
figurines tirées, et les valeurs de Yj, Ya,... et Yjg correspondant dans ce cas la. On
expliquera comme & des éléves.

Montrer le résultat qui est admis dans la question B.2.b, ¢’est-a-dire que pour k € {0, ...

on a E(Y}) = .

Calculer E(Y) comme demandé en B.2.b. On exprimera le résultat a 'aide d’une
somme (1+%+%+...+%).

Pour cette question et la suivante, on s’intéresse au nombre moyen de boites & acheter
lorsque le nombre de figurines a collectionner est un entier n > 2 (et non plus 11). En

expliquant assez rapidement, proposer une expression de F(Y') en fonction de n dans
ce cas.

On consideére la suite réelle (uy,)pen+ définie par Vn € N*, w,, = In(n + 1) — In(n).
Montrer que u,, ~ 1/n, puis, en utilisant un théoréme sur les séries, en déduire un
équivalent simple de E(Y') quand n tend vers +oc.

Un peu plus difficile. Montrer que Y admet une variance, et qu’il existe une constante
A € Ry telle que Vn € N*, V(Y) < An?. On pourra donner une expression de V(Y))
faisant apparaitre une somme.

. Justification de la simulation. On revient au cas décrit dans I’énoncé ou le nombre
de figurines & collectionner vaut 11. On admet que V(Y') < 200, et on fait comme si on ne
connaissait pas la valeur de l'espérance E(Y') que l'on cherche & approcher .

5.1.

5.2.

On souhaite justifier I’'approche utilisée a la question 3.2. On considére qu’on peut
modéliser la suite de simulations réalisées & la question 3.2 par une suite (Zy),cy
de variables aléatoires indépendantes et suivant la méme loi que Y. En utilisant un
théoréme du cours montrer que pour tout a > 0 et tout n € N* on a

(

Ce dernier résultat acquis, on se pose la question de déterminer une condition suffisante
sur l'entier n pour qu’en réalisant n simulations, on obtienne une valeur approchée
de l'espérance & 1072 prés avec une probabilité d’erreur inférieure ou égale a 0.05.
Relever le probléme principal dans la proposition de réponse suivante. On n’indiquera
qu’'un seul probléme, celui qui semble le plus important.

E(Y)‘ > a) —

na?’

Z1+---+Zn_
n

En prenant ¢ = 0.01, et en utilisant ce qui précéde on a p (’% - E(Y)| > 0.01) <
200101&. Il faut donc choisir L?LOOO < 0.05, d’out n > 20 x 2000000, et donc il faut prendre
n > 40000000.

. Une analyse de la partie A

Quel résultat du cours concernant la matrice de transition M permet de répondre a la
question A.2.c, c’est-a-dire de trouver P(X3 = 2), ou plus généralement P(X) = j)?
Démontrer ce résultat en utilisant la formule des probabilités totales.
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Resolution de problemes

Pa Collection de figurines d’une équipe de football

[T Erudier un processus évolutif a I'aide de matrices de transitions et d'une loi géométrique.

Al Probléme étudié
Une marque de céréales propose a ses clients de constituer une collection de figurines de I"équipe nationale de football.
La collection compléte se compose de 11 figurines, chacune a I'effigie d’un joueur de I'équipe. Ces figurines, éditées en grand
| 1 nombre, ont été réparties au hasard dans la production, a raison d'une seule par boite de céréales. On suppose l'équiproba-
| bilité des figurines et Iindépendance des contenus des boites. Max, passionné de foot et friand de céréales réve de réunir
la collection des 11 figurines de I'équipe.
Comment va évoluer sa collection au fur et a mesure de ses achats de céréales?
i1 Quel nombre moyen de boites doit-il acheter pour espérer se constituer une collection compléte ? I

On pourra réaliser une simulation pour estimer le nombre moyen de boites a acheter pour avoir une collection compleéte :
voir exercice 9 page 142.

ﬂ Evolution de la collection pour n achats
| Pour tout entier naturel n, on note X,, la variable aléatoire représentant le nombre de figurines différentes
‘ obtenues par Max aprés n achats d'une boite de céréales. On a donc P(Xo = 0)=1.

1. a. Préciser quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire X, lorsque 1= n < 10, puis lorsque n = 11.
b. Déterminer P(X; = 1), P(x1=1) Xy=1), P(><1=1) (X,=2).En déduire P(X3=2),a I'aide d'un arbre pondéré.

c. QuevautPy 1 (Xpe1=11), pourn =11 ?
i 2 a. Ecrire la matrice M de t.ransition de ce graphe : M = (my) oum;= P(X":,-)(X,,+1 =jpourt =i=11,1=<j= 1.

| En citer quelques particularités.

(1 b. A Iaide d'un logiciel, calculer M2, M3, M2, M50 et M190. On affichera les valeurs exactes ou arrondies 1073 pres.

| Quelles observations peut-on faire ?

E ¢. Donner le coefficient situé en 17 ligne et 2¢ colonne de la matrice M2. Interpréter ce nombre. Comment peut-on
retrouver P(X;=2) 7

3. Sachant que Max possede actuellement 4 figurines distinctes :
a. Quelle est la probabilité qu'il en posséde 9 distinctes, apres avoir acheté 20 boites de céréales supplémentaires ?
| b. Quelle est la probabilité qu'il ait la collection compléte aprés avoir acheté 50 boites supplémentaires ?

B Le nombre moyen de boites a acheter
Pour ke {0;1;..;10}, on note Y, la variable aléatoire correspondant au nombre de boites qu'il faut acheter pour

passer de I'état k (posséder pour la premiére fois k figurines distinctes) a l'état k + 1 (posséder pour la premiére fois
k+ 1 figurines distinctes).

1. Loi de Y, et espérance
a. Préciser quelles valeurs peut prendre la variable aléatoire Y. Vérifier que P(Yo = H=1
b. On suppose que k= 1.

JVrq1_
Calculer P(Y, = 1) et montrer que, pour tout entierj,j =1, P(Y,=)) = (%) (%1—1()
k=10

2.a. Soit Y= 2 Y. Justifier que Y compte le nombre n d’achats nécessaires pour obtenir X,=11.
k=0

et que par

N
b. On admet que l'espérance de Y, donnée par E(Y)) = Nlim 2] P(Y, = j), est égale aE(Y = -
oo’ -
j=

k=10 k=10
linéarité de l'espérance: E[ Z Yk) = Z E(Y,). Calculer E(Y)eten déduire combien on doit, en moyenne, acheter
k=0 k=0

de boites de céréales pour se constituer une collection compléte.
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