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PROBLEME DU 11 MARS 2020
Durée : 3 h

L’usage des calculatrices et des téléphones est interdit. Les résultats indiqués dans 1’énoncé
peuvent étres utilisés pour la suite du probléme. Il ne faut pas hésiter a traiter les questions dans
l'ordre de son choix. On considére qu'un espace probabilisé (£2,.4, P) correspond a la situation
décrite. Deux questions plus difficiles et hors baréme sont marquées d’une x : on conseille de les
sauter dans un premier temps.

Stefan Banach a dans sa poche gauche une boite de tic-tac Citron, et dans sa poche droite
une boite de tic-tac Mandarine. Au départ, chacune des deux boites contient N tic-tac, ou N
est un entier strictement positif. Réguliérement, Stefan mange un tic-tac pris dans une des deux
boites choisie aléatoirement. Il s’arréte dés que 'une des deux boites est vide. On suppose que
Stefan choisit la boite avec équiprobabilité, et que pour tout k € N* le choix de la (k 4 1)-iéme
boite ne dépend pas du choix des boites précédentes. On s’intéresse & la variable aléatoire X
qui correspond au nombre de tic-tac restant dans la boite non vide quand Stefan s’arréte. En
particulier, on voudrait connaitre son espérance.

1. Cas ot N vaut 2.
1.1. Donner sans justification les valeurs que peut prendre X dans ce cas.

1.2. Déterminer la loi de X en proposant une solution & destination d’une classe de Lycée,
a l'aide d’un arbre.

1.3. Proposer une autre facon de déterminer la loi de X, non nécessairement destinée a
cette classe, commengant par le calcul de p (X = 2), sans faire intervenir d’arbre.

1.4. Vérifier que E(X) = 3/2.

2. Cas ou N vaut 3.
2.1. Déterminer la loi de X et son espérance.
2.2. Déterminer la variance de X.

3. Une approche algorithmique.

3.1. Ecrire un algorithme prenant en entrée I'entier N et renvoyant une valeur approchée
de l'espérance E(X) a l'aide d’un grand nombre de simulations.

3.2. Ecrire un algorithme prenant en entrée ’entier N et un entier k, puis renvoyant une
valeur approchée de la probabilité p (X = k) a 'aide d’un grand nombre de simula-
tions.

4. Une justification de Papproche fréquentiste et algorithmique.

4.1. Enoncer puis démontrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

4.2. On souhaite justifier ’approche utilisée a la question 3.1 , par exemple en se placant
dans le cas ou N = 3. On considére qu’on peut modéliser la répétition de ’expérience
de Stefan Banach par une suite (Xj),cy de variables aléatoires indépendantes et
suivant la méme loi que X. Montrer que pour tout a > 0 et tout n € N* on a
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4.3. En introduisant une suite de variables de Bernoulli que vous définirez précisément,
justifier I’algorithme que vous avez proposé en 3.2.

5. Loi binomiale négative.
On considére un réel p €0, 1[, un entier r € N* et une succession d’épreuves de Bernoulli
indépendantes de méme probabilité de succés p. On note Y la variable aléatoire comptant
le nombre d’épreuves nécessaires (en tout) jusqu’a I'obtention du r-iéme succés.



5.1.

5.2.
5.3.
5.4.
5.5.

Dans le cas ou r = 1, on admet que Y (©2) = N*. Montrer que Vk € N*, p(Y =k) =
(1 — p)*~1p. Quelle loi connue retrouve-t-on ?

Dans le cas ou r = 1, calculer en effectuant la démonstration I’espérance de Y.
Dans le cas général, déterminer Y (Q2) en justifiant.

Montrer que pour tout k € Y (2) onap(Y =k) = (fj)pr(l —p)h.

Un algorithme est présenté a la fin du sujet : expliquer a quoi il peut servir, en liaison
avec la loi étudiée dans cette partie. On précisera quels sont les parameétres r et p liés
a cet algorithme.

. Retour a la loi de X : étude du cas général.

6.1.

6.2.

6.3.
6.4.

6.5.
6.6.
6.7.

6.8.

Préciser X (€2). On fixe alors k € X (2) et on note Cy 'événement il reste k tic-tac
au citron au moment ot 'on finit la boite de tic-tac & la mandarine. Montrer que
(2N—k:—1)

p(Ck) = 2;\{7—;

En déduire une expression de F(X) sous forme de somme.

A partir de maintenant on note (En)nyen+ la suite réelle dont le terme général corres-
pond a l'espérance de X lorsque les boites contiennent chacune N tic-tac initialement.
On admet pour la suite que VN € N*, En,1 = FEy (1 + ﬁ)

o . ANV
En déduire que VN € N*, En = —N
Quel mode de raisonnement est naturellement mis en jeu pour répondre & la question
précédente ? Proposer (sans le résoudre) I’énoncé d’un exercice de lycée amenant a
utiliser ce type de raisonnement de fagon pertinente.

Déterminer ’ensemble des entiers non nuls IV tels que Ey soit entier.
Déterminer le rayon de convergence de la série entiére » | E,x".

* Donner une expression de la somme de cette série entiére 1la ou elle est définie.
Indication : on pourra partir de —=

Vi—z2®
* % Démontrer I’égalité qui a été admise plus haut
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en utilisant uniquement les informations connues au moment de la question 6.2.
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