
Kit de survie sur les équations différentielles.

Au programme

Au programme de l’épreuve 1 du Capes, qui vous concerne, on trouve :

Au nouveau programme de Terminale Spécilalité on trouve

mais aussi

Le programme de TSTI2D est trés proche sur ces points. Au programme des classes de BTS on
trouve
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ainsi que

mézaussi :

I Equations différentielles du premier ordre

Exercice 1. Equations linéaires scalaires d’ordre 1 homogènes.
1. Soit k ∈ R∗ et t0 ∈ R. Montrer que pour tout y0 ∈ R il existe une unique solution y de
l’équation y′ + ky = 0 sur R avec comme condition initiale y(t0) = y0.
2. Résoudre sur R l’équation différentielle y′ = 2xy.
4. Résoudre sur R l’équation différentielle (1 + x2)y′ + xy = 0.

Exercice 2. Equations linéaires scalaires d’ordre 1 avec second membre.
1. Soit a ∈ R. Résoudre sur R l’équation différentielle y′ − 3y = a. On pourra reconnâıtre une
solution évidente.
2. Utiliser la méthode de la variation de la constante pour trouver les solutions sur R de
l’équation y′ = 2xy + ex

2+1 (E). On rappelle que cette méthode consiste à chercher une solu-
tion de (E) sous la forme y(x) = λ(x)u(x) où u est une solution de l’équation homogène associée
à (E).
3. Résoudre sur ]− π

2 ,
π
2 [ l’équation différentielle y′ − tan(x)y = 1.
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Exercice 3. Redémontrer le Théorème 2 en utilisant la méthode de la variation de la con-
stante.

II Equations différentielles du second ordre

Exercice 4. Equations à coefficients constants Résoudre sur R les équations différentielles
suivantes.
1. y′′ − 3y′ + 2y = 0,
2. y′′ + y′ + y = 0,
3. y′′ − 4y′ + 4y = 0
3. y′′ + ω2y = 0 (évoqué dans le programme de Terminale)
4. Remarquer que dans chacun des cas, pour tout choix de t0 ∈ R et de (y0, y

′
0) ∈ R2 il existe

une unique solution y vériant y(t0) = y0 et y′(t0) = y′0.

Exercice 5. Cas homogène, déduire une deuxième solution d’une première. On cherche les
solutions sur I =]− 1,+∞[ de l’équation (E) : (x+ 1)y′′ − y′ − xy = 0.
1. Vérifier que la restriction de x 7→ ex à I est solution de (E).
2. Chercher une autre solution de (E) sous la forme y(x) = u(x)ex.

III Equations différentielles à variables séparables

Exercice 6. On cherche à résoudre sur R l’équation y′ = 2ty2 (E) avec la condition initiale
y(0) = −1.
1? . Montrer en utilisant le théorème de Cauchy que les solutions de (E) ne s’annulent jamais
ou alors s’annulent sur leur intervalle de définition.
2. Montrer que le problème cherché admet une unique solution, qui est définie sur R par
∀t ∈ I, y(t) = −1

1+t2
.

3. Chercher les solutions y de l’équation différentielle (E) telles que y(0) = 1 et définies sur
l’intervalle le plus grand possible.

IV Plus intéressant : exemples de problèmes avec analyse et synthèse

Exercice 7. On se propose de déterminer l’ensemble des fonctions f ∈ C(R,R) telles que pour
tout (x, y) ∈ R2 on ait f(x)f(y) =

∫ x+y
x−y f(t)dt.

1. On suppose que f ∈ C(R,R) vérifie les conditions, et que f n’est pas la fonction nulle sur
R. Montrer que f est en fait dérivable sur R.
2. Montrer que f est de classe C∞ sur R.
3. Montrer que f est impaire.
4. Calculer f(0) et montrer que f ′(0) = 2.
5. Montrer que ∀(x, y) ∈ R2, f ′(x)f ′′(y) = f ′′′(x)f(y).
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6. Montrer qu’il existe α ∈ R tel que f soit solution de l’équation f ′′+αf = 0, puis déterminer
en fonction de α une expression de f .
7. Conclure.

Utilisation de développement en série entière.

Exercice 8. On considère l’équation différentielle (E) : y′′ + xy′ + y = 0.
1. Supposons qu’une solution y de (E) soit développable en série entière sur un intervalle
] − R,R[ avec R > 0. Notons (cn)n∈N les coefficients de ce développement, de sorte que pour
|x| < R on ait y(x) =

∑+∞
n=0 cnx

n. Prouver que pour tout n de N on a :

cn+2 = − 1

n+ 2
cn.

2. En déduire une expression de c2n et de c2n+1 en fonction de n, c0 et c1.
3. Ecrire le développement en série entière de y si on suppose y(0) = 1 et y′(0) = 0. On le note
y0. Ecrire de même le développement en série entière de y si on suppose y(0) = 0 et y′(0) = 1.
On le note y1.
4. Calculer le rayon de convergence de chacune des séries définies à la question précédente.
5 ?. Vérifier que y0 et y1 forment une base de l’espace des solutions de (E), et donner une
expression simple de y0. (Nécessite un th. de Cauchy...sans ce théorème on peut déjà montrer
que la famille est libre.)
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Théorèmes à connâıtre.

Dans les énoncés qui suivent, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit à un point.

Théorème 1. Equation (scalaire) du 1er ordre à coefficient(s) constant(s) :

Si a est un réel, l’ensemble des fonctions y : I → R dérivables telles que ∀t ∈ I, y′(t)+ay(t) = 0
est l’ensemble des fonctions définies sur I par t 7→ λe−at où λ décrit R.

Théorème 2. Equation (scalaire) homogène du 1er ordre :

Si a : I → R est une fonction continue, admettant A comme primitive sur I, alors
l’ensemble des fonctions y : I → R dérivables telles que ∀t ∈ I, y′(t) + a(t)y(t) = 0 est
l’ensemble des fonctions définies sur I par t 7→ λe−A(t) où λ décrit R.

Théorème 3. Equation (scalaire) du second ordre à coefficients constants :

Si a, b et c sont trois réels, avec a 6= 0, et si on note ∆ le discriminant du polynôme
P (X) = aX2 + bX + c, alors on décrit en fonction du signe de ∆ et des racines de P
l’ensemble S des fonctions réelles, définies sur I, dérivables deux fois et solutions de l’équation
ay′′ + by′ + cy = 0 :

Si ∆ > 0 : avec r1 et r2 les deux racines réelles de P on a S = {t 7→ λer1t + µer2t | (λ, µ) ∈ R2}

Si ∆ = 0 : avec r racine double de P on a S = {t 7→ (λt+ µ)ert | (λ, µ) ∈ R2}

Si ∆ < 0 : avec r + iω et r − iω les deux racines complexes conjuguées de P , on a
S = {t 7→ λert cos(ωt) + µert sin(ωt) | (λ, µ) ∈ R2} .

Pour aller plus loin : le théorème de Cauchy, version non-linéaire. (HP)

Théorème de Cauchy :

Soit n ∈ N∗, U un ouvert de R× Rn et f : U → Rn une application de classe C1.

On cherche les fonctions y solutions de y′ = f(t, y) vérifiant la condition initiale y(t0) = y0.

• Pour tout (t0, y0) ∈ U il existe une unique solution maximale (c’est-à-dire que l’on ne
peut pas prolonger sur un intervalle strictement plus grand) y : I → Rn définie sur un
intervalle ouvert I contenant t0.

• Si pour (t0, y0) ∈ U on a deux solutions du problème y : I → Rn et z : J → Rn
vérifiant y(t0) = z(t0) = y0, alors y = z sur I ∩ J .
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