Kit de survie sur les équations différentielles.

Au programme

Au programme de I’épreuve 1 du Capes, qui vous concerne, on trouve :

Calcul intégral et Equations différentielles.
Intégrale d'une fonction continue sur un segment, sommes de Riemann. Calculs de primitive. Intégration
par parties, changement de variable. Formule de Taylor avec reste intégral. Intégrales généralisées.
Equations différentielles linéaires du premier ordre, du premier ordre a variables séparables, linéaires du
second ordre a coefficients constants.

Au nouveau programme de Terminale Spécilalité on trouve

— Equation différentielle y"=ay, ou a est un nombre réel ; allure des courbes. Equation

différentielle y' = ay + b.

Capacités attendues

= Calculer une primitive en utilisant les primitives de référence et les fonctions de la forme

(v'eu) xu'

— Pour une équation différentielle y' = ay+b,

(a#0):

déterminer une solution

particuliere constante ; utiliser cette solution pour déterminer toutes les solutions.

— Pour une équation différentielle y" = ay + f : a partir de la donnée d’une solution particuliére,

déterminer toutes les solutions.

mais aussi

Pour travailler le concept d'équation différentielle, on peut donner d'autres exemples
d'équations différentielles, dont on peut donner des solutions sans en faire de résolution
compléte : y’ =2 y” + &’y = 0. Aucune connaissance n’est exigible sur ces exemples.

Le programme de TSTI2D est trés proche sur ces points. Au programme des classes de BTS on

trouve

Equations linéaires du
premier ordre

Equation différentielle ay'+by =
c(t) ot a, b sont des constantes
réelles et c une fonction
continue a valeurs réelles.

¢ Représenter a 'aide d'un logiciel la
famille des courbes représentatives
des solutions d'une éguation
différentielle.

® Résoudre une équation
différentielle du premier ordre :

— a la main dans les cas simples ;

— a l'aide d'un logiciel de calcul formel
dans tous les cas.

e Déterminer la solution vérifiant une
condition initiale donnée :

— a la main dans les cas simples ;

— a l'aide d'un logiciel de calcul formel
dans tous les cas.

On présente sur un exemple la
résolution approchée d'une équation
différentielle par la méthode d’Euler.

Les indications permettant d’obtenir
une solution particuliére sont données.

En liaison avec les autres disciplines,
on peut étudier des exemples simples
de résolution d'équations différentielles
non linéaires, du premier ordre a
variables séparables, par exemple en
mécanigue ou en cinétique chimique,
mais ce n'est pas un attendu du
programme.

5 Loi de refroidissement, cinétiqgue
chimigue.
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ainsi que

Equations linéaires du
second ordre a coefficients
réels constants

Equation différentielle e Représenter a I'aide d'un logiciel la | La fonction d est une fonction
ay'+hy'tcy =d(f)ola, betc famille des courbes représentatives polyndme ou du type :

sont des constantes réelles et des solutions d'une équation PR

d une fonction continue & différentielle. '

t > cos(wt + @),
t > sin(wt + @) .

valeurs réelles.

& Résoudre une équation
différentielle du second ordre :

— a la main dans les cas simples ;

— a l'aide d’un logiciel de calcul formel
dans tous les cas.

e Déterminer la solution vérifiant des | Les indications permettant d’obtenir
conditions initiales données : une solution particuliére sont données.
— a la main dans les cas simples ;
— a l'aide d’'un logiciel de calcul formel | S Résistance des matériaux, circuit
dans tous les cas. électronique.

mézaussi :
MELULSINLE Ue LE U isuielie.
Transformée de Laplace d'une ® Exploiter la transformation de Laplace | Pour le second membre, on se limite au cas
dérivée. pour résoudre une équation différentielle | ol les fonctions données ou recherchées
linéaire d’ordre 1 ou 2 & coefficients sont :
constants. - soit des combinaisons linéaires &

coefficients réels de fonctions de la forme
tbUE-a)et—tU(t-a) ;

— soitde laforme t = U(t—a)e’™;
ol @ est un nombre réel positif et run réel.

£ Fonction de transfert d'un systéme
linéaire. Application & la stabilité.

I Equations différentielles du premier ordre

Exercice 1.  Fquations linéaires scalaires d’ordre 1 homogeénes.

1. Soit k£ € R* et tg € R. Montrer que pour tout gy € R il existe une unique solution y de
Iéquation y' + ky = 0 sur R avec comme condition initiale y(ty) = yo.

2. Résoudre sur R ’équation différentielle ¢y’ = 2xy.

4. Résoudre sur R I’équation différentielle (1 + %)y’ + zy = 0.

Exercice 2.  Fquations linéaires scalaires d’ordre 1 avec second membre.

1. Soit a € R. Résoudre sur R I’équation différentielle 3y’ — 3y = a. On pourra reconnaitre une
solution évidente.

2.  Utiliser la méthode de la variation de la constante pour trouver les solutions sur R de
léquation y' = 2xy + ev 1 (E). On rappelle que cette méthode consiste a chercher une solu-
tion de (E) sous la forme y(z) = A(x)u(z) ol u est une solution de I’équation homogene associée
a (B).

3. Résoudre sur | — 7, 7[ 'équation différentielle 3 — tan(z)y = 1.
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Exercice 3. Redémontrer le Théoréme 2 en utilisant la méthode de la variation de la con-
stante.

II Equations différentielles du second ordre

Exercice 4. Equations a coefficients constants Résoudre sur R les équations différentielles
suivantes.

1. ¢y =3y +2y = 0,

2. y'+y+y =0,

3. ¥/ -4y +4y =0

3. y"+w?y = 0 (évoqué dans le programme de Terminale)

4. Remarquer que dans chacun des cas, pour tout choix de ¢ty € R et de (yo,y)) € R? il existe

une unique solution y vériant y(to) = yo et y'(to) = yj.

Exercice 5. Cas homogéne, déduire une deuxieme solution d’une premiere. On cherche les
solutions sur I =] — 1, +oo[ de I’équation (E) : (z 4+ 1)y” — ¢y’ — 2y = 0.

1. Vérifier que la restriction de x +— e* a I est solution de (E).

2. Chercher une autre solution de (E) sous la forme y(z) = u(x)e”.

IIT Equations différentielles a variables séparables

Exercice 6. On cherche & résoudre sur R I'équation 3’ = 2ty> (E) avec la condition initiale
y(0) = —L.

1% . Montrer en utilisant le théoreme de Cauchy que les solutions de (E) ne s’annulent jamais
ou alors s’annulent sur leur intervalle de définition.

2.  Montrer que le probleme cherché admet une unique solution, qui est définie sur R par
Vtel, y(t) = ﬁ

3. Chercher les solutions y de I’équation différentielle (E) telles que y(0) = 1 et définies sur
I'intervalle le plus grand possible.

IV Plus intéressant : exemples de problemes avec analyse et synthese

Exercice 7. On se propose de déterminer ’ensemble des fonctions f € C(R,R) telles que pour
tout (x,7) € R? on ait f(x)f(y) = f;j; f(t)dt.

1. On suppose que f € C(R,R) vérifie les conditions, et que f n’est pas la fonction nulle sur
R. Montrer que f est en fait dérivable sur R.

2. Montrer que f est de classe C* sur R.

Montrer que f est impaire.

Calculer f(0) et montrer que f/(0) = 2.

Montrer que ¥(z,y) € R2, f/(z)f"(y) = f"(x)f(y).

LAl o

Kit de survie Equa. diff. Centre La Seyne  3/5 INSPE Nice-Toulon



6. Montrer qu’il existe o € R tel que f soit solution de I'équation f”+af = 0, puis déterminer
en fonction de « une expression de f.
7. Conclure.

Utilisation de développement en série entiere.

Exercice 8.  On considere I'équation différentielle (E) : v + zy +y = 0.

1.  Supposons qu'une solution y de (E) soit développable en série entiere sur un intervalle
| = R,R[ avec R > 0. Notons (c)nen les coefficients de ce développement, de sorte que pour
|z| < R on ait y(z) = 3% ¢,2"™. Prouver que pour tout n de N on a :

1

Cn4+2 = —mcn-

2. En déduire une expression de co, et de copy1 en fonction de n, ¢y et c;.

3. Ecrire le développement en série entiere de y si on suppose y(0) = 1 et /(0) = 0. On le note
yo. Ecrire de méme le développement en série entiere de y si on suppose y(0) = 0 et 3/(0) = 1.
On le note y;.

4. Calculer le rayon de convergence de chacune des séries définies a la question précédente.

5 x. Vérifier que yo et y; forment une base de l'espace des solutions de (E), et donner une
expression simple de yg. (Nécessite un th. de Cauchy...sans ce théoréme on peut déja montrer
que la famille est libre.)

Kit de survie Equa. diff. Centre La Seyne  4/5 INSPE Nice-Toulon



Théorémes a connaitre.

Dans les énoncés qui suivent, I désigne un intervalle de R non vide et non réduit a un point.

Théoréme 1. Equation (scalaire) du ler ordre a coefficient(s) constant(s) :

Si a est un réel, ensemble des fonctions y : I — R dérivables telles que Vt € I, ¢/(t)+ay(t) =0
est ’ensemble des fonctions définies sur I par t — Ae~% ou A décrit R.

Théoréme 2. Equation (scalaire) homogéne du ler ordre :

Sia : I — R est une fonction continue, admettant A comme primitive sur I, alors
I’ensemble des fonctions y : I — R dérivables telles que Vt € I, y'(t) + a(t)y(t) = 0 est
'ensemble des fonctions définies sur I par t — e~ 2A® ot A déerit R.

Théoréme 3. Equation (scalaire) du second ordre a coefficients constants :

Si a,b et ¢ sont trois réels, avec a # 0, et si on note A le discriminant du polynoéme
P(X) = aX? + bX + ¢, alors on décrit en fonction du signe de A et des racines de P
I’ensemble S des fonctions réelles, définies sur I, dérivables deux fois et solutions de 1’équation
ay’ +by +cy=0:

Si A >0 : avec r; et 79 les deux racines réelles de P on a S = {t + Xe™! + pe™t | (A, u) € R?}

Si A =0 : avec r racine double de P on a S = {t — (Mt + p)e™ | (A, p) € R?}

SiA<0: avec 7 + iw et r — iw les deux racines complexes conjuguées de P, on a
S = {t = Ae" cos(wt) + pe" sin(wt) | (A, p) € R} .

Pour aller plus loin : le théoréme de Cauchy, version non-linéaire. (HP)

Théoréme de Cauchy :

Soit n € N*, U un ouvert de R x R" et f : U — R™ une application de classe C!.

On cherche les fonctions y solutions de 3y’ = f(¢,y) vérifiant la condition initiale y(tg) = yo.

e Pour tout (fp,yo) € U il existe une unique solution maximale (c’est-a-dire que l'on ne
peut pas prolonger sur un intervalle strictement plus grand) y : I — R™ définie sur un

intervalle ouvert I contenant tg.

e Si pour (tg,yo) € U on a deux solutions du probleme y : I — R" et z : J — R"
vérifiant y(to) = z(to) = yo, alors y = z sur I N J.
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