
Feuille 2 : Suites définies par une relation de

récurrence.
Master EEF Second degré Mathématiques - Analyse

I Suites arithmético-géométriques et suites récurrentes linéaires

Exercice 1. Suites arithmético-géométriques. Tombé au Capes 2016 : questions I.C. de la
deuxième épreuve.
1. Quelles sont les allusions dans les différents programmes de Terminale aux suites arithmético-
géométriques ?
2. Donner un exemple de modélisation concrète d’une situation à l’aide d’une suite arithmético-
géométrique pouvant être abordé dans une classe citée en 1. . On pourra proposer un exercice
liant probabilités conditionnelles et suites arithmético-géométrique.1

3. Donner l’expression générale de la suite (un)n∈N définie par son premier terme u0 = 2 et la
relation de récurrence ∀n ∈ N, un+1 = 5un − 12.
4. Proposer plusieurs exercices, utilisant des méthodes différentes, dont l’objectif est d’établir
l’expression générale de la suite (un). (On présentera au moins quatre méthodes lors du TD !).
On indiquera pour chacune des méthodes l’intérêt. La connaissance de ces méthodes différentes
est un attendu de ce module.

Exercice 2. Suites récurrentes linéaires doubles. Le théorème donnant l’expression du terme
général d’une suite récurrente linéaire double est au programme des classes de MPSI : il est donc
exigible à l’écrit du Capes. Dans chacun des cas, déterminer le terme général de la suite :
1. (un)n∈N définie par u0 = 2, u1 = −6 et la relation de récurrence ∀n ∈ N, un+2 = 6un+1−9un.
2. (vn)n∈N définie par v0 = 1, v1 = 1 et la relation de récurrence ∀n ∈ N, vn+2 = −2vn+1−4vn.
3. (wn)n∈N définie par w0 = −2, w1 = −1 et la relation de récurrence ∀n ∈ N, wn+2 =
wn+1 + 20wn. Donner un équivalent simple du terme général de la suite dans ce dernier cas.

Exercice 3. Suites récurrente linéaires doubles en TS
Donner l’énoncé d’un exercice aboutissant à une expression du terme général d’une suite récurrente
linéaire double, dans un cas particulier, avec une méthode fondée sur le calcul matriciel. L’exercice
sera destiné à des élèves de Terminale S.

Exercice 4. Flocon de Von Koch On obtient un flocon de Von Koch en partant à la première
étape d’un triangle équilatéral, dans notre cas de côté de longueur 1. Pour passer d’une étape
à la suivante, on partage chaque segment de la figure en trois segments de même longueur.
Pour chacun de ces découpages, on distingue à chaque fois le segment central. On construit sur
chaque segment central un triangle équilateral de telle façon que le segment central soit l’un de
ses côtés, et que le triangle soit dirigé vers l’extérieur. Enfin, on supprime les segments centraux
sur lesquels s’appuient les triangles. Calculer les périmètres et surfaces pn et sn du polygone
obtenu à l’étape n. Etudier la convergence des suites (pn) et (sn).

1Un tel exercice pourra illustrer les exposés Suites de nombres réels définies par une relation de récurrence,
Probabilités conditionnelles, Problèmes conduisant à l’étude de suites, et les dossiers correspondant.
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II Suites définies par une relation un+1 = f(un) avec f croissante

Exercice 5. Exemple détaillé : un+1 = f(un) avec f croissante. On se propose d’étudier la
convergence de la suite définie par son premier terme u0 ∈ [0,+∞[ et la relation de récurrence
un+1 =

√
un + 2.

1. Faire un dessin. Conjecturer le comportement de la suite (un) en fonction de u0.
2. Montrer que [0, 2[ et ]2,+∞[ sont des intervalles stables par f . Que peut-on en déduire
pour les valeurs prises par la suite (un), en fonction de u0 ?
3. Etudier la monotonie de la suite en fonction de u0.
4. Conclure.

Exercice 6. Une deuxième méthode. Reconsidérons la suite de l’exercice précédent. On note
I = [0,+∞[ et f : I → I la fonction qui à x associe

√
x+ 2.

1. Montrer que l’équation f(x) = x n’a qu’une solution dans I. On la note l.
2. Etudier la dérivabilité de f sur I.
3. Donner un majorant de |f ′| sur I.
4. Soit n ∈ N. Appliquer l’inégalité des accroissements finis à f entre un et l.
5. En déduire une majoration de |un − l| en fonction de |u0 − l|.
6. Conclure.
7. On souhaite construire une activité pour une classe de Terminale S qui suive d’assez près la
méthode de cet exercice, en guidant plus les élèves. C’est en fait difficile car un théorème utilisé
dans l’exercice n’est plus au programmes de la Terminale S : lequel ?
8. Comment peut-on néanmoins établir ce résultat avec les outils de la classe de Terminale S ?
9. Supposons que la question 1. soit posée à des élèves de Terminale S. Quelles connaissances
et savoir-faire met-elle en jeu ?

Exercice 7. Cas où |f ′(l)| = 1 On se propose d’étudier la convergence de la suite définie par
son premier terme u0 ∈ R et la relation de récurrence un+1 = sin(un).
1. Montrer que pour x > 0 on a sin(x) < x.
2. Résoudre sin(x)− x = 0 dans R.
3. On suppose maintenant u1 > 0. Etudier le signe de un pour n ≥ 1.
4. Etudier la monotonie de la suite (un)n≥1.
5. Montrer que (un) converge puis conclure.
6. Conclure dans le cas général.
7. Peut-on appliquer la méthode proposée dans l’exercice 6 ?
8. Etudier la suite (vn) définie par son premier terme v0 ∈ R et la relation de récurrence
vn+1 = sinh(vn).

III Suites définies par une relation un+1 = f(un) avec f décroissante

Exercice 8. Cas détaillé : un+1 = f(un) avec f décroissante. On se propose d’ètudier
la convergence de la suite définie par son premier terme u0 ∈ R et la relation de récurrence
un+1 = 2

1+u2
n

.

1. Faire une figure. On suppose à partir de maintenant que u0 > 0.
2. On considère la fonction f : R→ R définie par f(x) = 2

1+x2 . Donner une expression de la
fonction g : R→ R définie par g = f ◦ f .
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3. Résoudre f(z) = z dans C.
4. Déduire de la question 3. certains points fixes de g.
5. Etudier le signe de g(x) − x. Indication : On peut utiliser la question précédente pour
factoriser le numérateur.
6. Etudier la monotonie des suites extraites (u2n) et (u2n+1). On pourra distinguer les cas
u0 ∈ [0, 1] et u0 > 1.
7. Restreindre à un nombre fini les limites possibles des suites extraites (u2n) et (u2n+1).
8. Conclure.
9. Conclure dans le cas général où u0 ∈ R.

IV Pour s’entrainer : un problème et l’examen intermédiaire 2012

Exercice 9. Le théorème du point fixe : problème très proche d’une partie du sujet du Capes
2014. 2 Soit I un intervalle fermé non vide, et une fonction f : I → I. On suppose que f est
contractante, c’est-à-dire qu’il existe k ∈ [0, 1[ tel que

∀(x, y) ∈ I2 |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|

(on dit également que f est k-lipschitzienne ). On souhaite montrer que f admet un unique
point fixe, et que ce point fixe est la limite commune de toutes les suites (un)n∈N définies par la
donnée d’un premier terme u0 ∈ I et par la relation de récurrence ∀n ∈ N, un+1 = f(un).

1. Montrer que f admet au plus un point fixe.
2. Montrer que f est continue (on pourra se ramener à la définition).
3. Montrer que pour tout n ∈ N on a |un+1 − un| ≤ kn|u1 − u0|.
4. Soit n ∈ N et p ∈ N∗. Montrer que

|un+p − un| ≤
kn

1− k
|u1 − u0|. (1)

Pour cela, on pourra utiliser l’égalité suivante :

un+p − un = (un+p − un+p−1) + (un+p−1 − un+p−2) + . . .+ (un+1 − un).

5. Montrer que la suite (un) est de Cauchy.
6. Montrer que (un) converge vers un élément de I, puis que cet élément est point fixe de f .
7. Donner pour tout n ∈ N une majoration simple de |un − l|, obtenue à partir de (1) Que
peut-on dire de la vitesse de convergence de la suite (un) ?

Exercice 10. Examen intermédiaire 2012.

2Le théorème du point fixe s’étend au cas d’un espace normé complet, et au cas où on suppose que la composée
fn = f ◦ f ◦ . . . ◦ f est contractante. On en déduit par exemple le fondamental théorème de Cauchy-Lipschitz sur
l’existence et l’unicité de solution d’une équation différentielle.
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Dans cet exercice on considère une suite réelle (un)n∈N définie par son premier terme u0 ∈ R+

et par la relation de récurrence

∀n ∈ N, un+1 =
3

2u2n + 1
.

On note f : R+ → R+ la fonction définie par ∀x ∈ R+, f(x) = 3
2x2+1

, et h : R+ → R+ la
fonction telle que h = f ◦ f .

Une représentation graphique de la courbe est fournie en page 3. On pourra au besoin utiliser
l’encadrement 2, 64 <

√
7 < 2, 65.

1. Résoudre l’équation f(x) = x dans R et dans C. Donner une expression de la fraction
rationnelle h(x)− x comme quotient de deux polynômes. Montrer sans effectuer la division que
le numérateur est divisible par 2x3 + x− 3.

2. Déterminer les points fixes de h, puis étudier le signe de h(x) − x pour tout x de R+.
On notera α1, α2 et α3 ces trois points fixes (réels) de h, rangés par ordre croissant. Dresser le
tableau de variation de h en mettant en valeur les points fixes.

3. Vérifier que f(α1) = α3 et f(α3) = α1. Dresser le tableau de variation de f en faisant
apparâıtre α1, α2 et α3.

4. On s’intéresse au cas où u0 ∈]α1, α2[.
Etudier la monotonie puis la convergence des suites (u2n) et (u2n+1). Que peut-on en déduire
concernant la convergence de la suite (un) ?
Dans cette question, on sera comme d’habitude très précis pour la rédaction.

5. En utilisant le graphe de la courbe qui est fourni, représenter les premiers termes de
la suite (un) dans le cas de la question 4. .

6. Etudier rapidement la convergence de la suite (un) à partir de la monotonie des suites
(u2n) et (u2n+1) dans le cas où u0 ∈ [0, α1[.
Pour cette question, on pourra exceptionnellement aller plus vite sur les démonstrations et don-
ner les grandes lignes.

V Analyse d’exercices du lycée

Exercice 11. Comparaison de deux exercices. On travaille avec les exercices et activités
des pages suivantes. Il s’agit de l’exercice 51 de la page 55 du manuel Odyssée de Terminale S,
chez Hatier, et de l’activité Modèles d’évolutions de populations, à la page 113 du manuel Math’x
pour Terminale.
1. Répondre à la question A de l’activité Modèles d’évolutions de populations.
2. Sans être trop précis, donner quelques éléments pour justifier le modèle donné en B.
3. Dans chacun des deux exercices, on étudie une suite définie par la donnée de son premier
terme et d’une relation de récurrence un+1 = f(un). Quel est le schéma commun entre l’exercice
51 et la partie B. de l’activité pour justifier la convergence de la suite étudiée ?
4. De quoi souhaite sans doute s’assurer l’auteur de l’exercice quand il utilise la formulation
ouverte Que peut-on en conclure ? à la fin de la question c. de l’exercice 51 ?
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5. Comment aider un élève qui serait mis en difficulté par la première partie de la question c.
de l’exercice 51?
6. Au regard des programmes, pourquoi ne peut-on pas déterminer la limite de la suite dans
l’exercice 51 comme on le peut dans l’activité ?
7. Ecrire plusieurs questions qui puissent aider à l’étude de la suite (pn) de la partie B de
l’activité dans le cas r = 2.

Exercice 12. On souhaite donner en Terminale S une démonstration du théorème des valeurs
intermédiaires qui s’appuie sur la dichotomie. On trouve à ce propos l’activité suivante dans un
manuel :

• On considère deux réels a et b tels que a < b, ainsi qu’une fonction continue f définie de [a, b] dans

R. On fixe une réel k compris entre f(a) et f(b), et on suppose que f(a) ≤ k ≤ f(b).

• La méthode de la dichotomie consiste à définir deux suites rélles (an)n∈N et (bn)n∈N encadrant

et convergeant vers la solution c de l’équation f(x) = k. Il s’agit d’une méthode itérative qui per-

met d’obtenir de proche en proche des encadrements successifs, de plus en plus proche de la solution c.

• On pose alors a0 = a et b0 = b, et pour tout entier n ≥ 1,

- si f
(
an+bn

2

)
≥ k, alors on pose an+1 = an et bn+1 = an+bn

2

- si f
(
an+bn

2

)
< k, alors on pose bn+1 = bn et an+1 = an+bn

2 .

a. Montrer que pour tout entier n on a an ≤ bn (on pourra raisonner par récurrence).

b. Montrer que (an) est croissante, et que (bn) est décroissante.

c. Montrer que pour tout entier n on a an − bn = a0−b0
2n .

d. Montrer que les suites (an) et (bn) sont adjacentes.

e. Montrer que pour tout entier n on a f(an) ≤ k ≤ f(bn) (on pourra raisonner par récurrence).

f. Conclure.

1. La démonstration du théorème des valeurs intermédiaires est-elle un attendu des pro-
grammes de Terminale Scientifique ? Quel peut toutefois être l’intérêt d’une telle activité au
regard des programmes ?
2. Identifier l’ambigüıté principale dans le deuxième point de l’activité. Proposer une modifi-
cation de l’énoncé (rajouter des hypothèses sur f) pour la lever.
3. Résoudre la question f. : pourquoi la solution dans l’esprit de l’exercice n’est-elle pas
compatible avec le programme actuel de Terminale S ? Sera-t-elle compatible avec le futur pro-
gramme de Terminale S ?
4. Proposer une correction de l’exercice prête à être notée par des élèves de Terminale S.
5. Implémenter cette méthode avec Python.
6. Savoir retrouver et adapter une telle activité en un temps raisonnable : c’est un choix
possible pour les exposés Théorème des valeurs intermédiaires et Exemples d’algorithmes.
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Figure 1: Activités à comparer pour l’exercice 11.
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Graphe de la fonction f pour l’examen intermédiaire 2012 (exercice 10).
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