
Feuille 4 : Convexité.

MEEF second degré Mathématiques - Analyse

Différentes définitions

Exercice 1.

1. Rappeler la définition d’une partie convexe de Rn. Faire quelques figures lorsque n = 2.
2. Pour deux réels x et y fixés, vérifiant x < y, savoir placer sur une figure (1−λ)x+λy en fonc-
tion de différentes valeurs de λ comprises entre 0 et 1. Quelle est l’interprétation géométrique ?
3. Rappeler une définition de fonction convexe généralement donnée dans le supérieur et en
termes de quantités (1− λ)x+ λy.
4. Comparer les définitions au programme de l’actuelle classe de TES et des futurs programmes
de Terminale. (On trouvera ci-dessous un extrait du manuel Math’x de TES.)

Figure 1: Extrait du manuel Math’x de Terminale ES.

Exemples de fonctions

Exercice 1. Montrer que l’application f : ]e,+∞[→ R, x 7→ ln(lnx) est concave sur son
ensemble de départ.
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Exercice 2. Etude de fonction et convexité. On considère l’application de R dans R définie
par f(x) = x

ex−1 si x 6= 0 et par f(0) = 1.
1. Pour u réel, comparer u et th(u).
2. Rechercher les asymptotes de la courbe représentatives de f .
3. Etudier la régularité de f sur R∗.
4. Donner une expression simple de f(x) + x

2 faisant intervenir les fonctions hyperboliques. En
déduire une propriété géométrique de la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
5. Etablir que pour x 6= 0 on a

f ′(x) +
1

2
=

1

2th(x2 )
−

x
4

sh2(x2 )
et

f ′′(x) =
(x

2
− th(

x

2
)
) ch(x2 )

2sh3(x2 )
.

6. Montrer que f se prolonge par continuité en 0.
7. Etudier la dérivabilité de ce prolongement.
8. Montrer que ce prolongement est de classe C2 et que f est convexe.

Inégalités de convexité.

Exercice 3. Montrer les inégalités suivantes en utilisant la convexité ou la concavité de fonc-
tions :
1. ∀x ∈ R+ , ex ≥ 1 + x
2. ∀x ∈ [0, π2 ] , 2

πx ≤ sin(x) ≤ x et
3. ∀x ∈]− 1,+∞[ , ln(1 + x) ≤ x.

Exercice 4. Inégalité de Jensen - Du cours... et c’est d’ailleurs tombé au Capes 2013 On
considère I un intervalle ouvert de R, une fonction f : I → R convexe, un entier n ≥ 2, ainsi
que (xi)1≤i≤n ∈ In et (λi)1≤i≤n ∈ [0, 1]n tel que

∑n
i=1 λi = 1.

1. Montrer que f

(
n∑
i=1

λixi

)
≤

n∑
i=1

λif(xi). Indication : On pourra procéder par récurrence

en remarquant que si λn+1 6= 0 et λn+1 6= 1, alors

n+1∑
i=1

λixi = λn+1xn+1 + (1− λn+1)
n∑
i=1

λi
1− λn+1

xi.

2. Quelles difficultés peuvent apparâıtre en traitant cette récurrence ?

Exercice 5. Inégalité arithmético-géométrique, inégalités de Holder et de Minkowski.
1. On considère n réels strictement positifs x1, ..., xn et n réels positifs λ1, ..., λn de somme 1.
Minorer ln

(∑n
i=1 λixi

)
en utilisant la concavité de la fonction ln.
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2. En déduire l’inégalité
n∏
i=1

xλii ≤
n∑
i=1

λixi

et son cas particulier :

(x1x2...xn)
1
n ≤ x1 + x2 + ...+ xn

n
.

3. Soit p et q deux nombres réels strictement positifs tels que 1
p + 1

q = 1, et u et v dans R+∗.
En utilisant judicieusement l’inégalité précédente dans le cas où n = 2, montrer l’inégalité :

uv ≤ up

p
+
vq

q
.

4. Soit alors a1, ..., an, b1, ..., bn des nombres réels strictement positifs. Montrer l’inégalité de
Holder :

n∑
i=1

aibi ≤
( n∑
i=1

api
) 1

p
( n∑
i=1

bqi
) 1

q

dans le cas où
∑n

i=1 a
p
i =

∑n
i=1 b

q
i = 1.

5. Montrer l’inégalité de Holder dans le cas général.
6. Quelle inégalité célèbre a-t-on généralisée à la question 4 ?
7. Soit p un nombres réel supérieur ou égal à 1 et a1, ..., an, b1, ..., bn des nombres réels stricte-
ment positifs. Montrer l’inégalité de Minkowski pour les sommes finies :

(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p

+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

en appliquant deux fois l’inégalités de Holder, et en utilisant l’égalité (ai+bi)
p = (ai+bi)

p−1ai+
(ai + bi)

p−1bi.

Exercice 6. Quizz
On considère I un intervalle non réduit à un point, a ∈ I et une fonction f : I → R. Pour
chacune des propositions suivantes, préciser si elle est vraie (en la démontrant) ou fausse (en
donnant un contre-exemple) :

a) Si f est convexe sur I, alors elle est continue sur I.
b) Pour cette question, on suppose que I est ouvert. Si f est convexe sur I, alors elle est
dérivable sur I.
c) La fonction f est concave si et seulement si elle est deux fois dérivable et si sa dérivée seconde
est négative.
d) Pour cette question, on suppose que I est ouvert, et que f est concave et dérivable sur I.
La fonction f admet un maximum global en a si et seulement si f ′(a) = 0.
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