Feuille 5 : Comparaison de suites et de fonctions -
Développements limités - Etude locale des fonctions.

Préparation au CAPES de mathématiques - Analyse

I Comparaison de suites et de fonctions : revoir le cours

Exercice 1. Du cours ! Pour chacune des trois relations d’ordre du cours, donner un critere
mettant en jeu le quotient des deux suites ou des deux fonctions.

Exercice 2. Parmi ces trois relations, lesquelles sont des relations d’ordre ? Lesquelles sont
des relations d’équivalence 7 Quelles sont les implications entre ces relations ?

Exercice 3. On considere une suite réelle (u,) et [ € R.

1. Montrer que si u, ~ [ alors (u,) converge vers [.

2. Montrer que si ] # 0 et si (uy) converge vers [ alors u, ~ [.

3. Montrer que si u, ~ 0 alors la suite (u,) est nulle & partir d’un certain rang.
4. Si la suite (uy) converge vers 0, a-t-on u, ~ 0 ?

Exercice 4. Premiéres regles d’utilisation

1. Certains auteurs notent u, € O(v,) ce que d’autres notent u,, = O(v,). Comment justifier
ce point de vue 7

2. On note (uy,) et (v,) deux suites réelles (ou complexes). On rencontre souvent des regles
d’utilisation présentées sous la forme qui suit. Apres leur avoir tres brievement donné un sens,
les démontrer.

a) o(up)+o(uy) =o(un) b) o(uy)o(vy) = o(upvy,)
c) VAER Xo(up) =o(u,) d) O(o(un)) =o(u,) et f) VkeN* o(un)* = o(uy).

Exercice 5. Du cours et de la rédaction A partir du cours, on obtient rapidement 1’équivalent
suivant In(1 4+ 2) ~ 3. Comment le rédiger efficacement ?

IT Quelques difficultés

Exercice 6. Deux erreurs trés classiques... Peut-on ajouter deux équivalents 7 Peut-on com-
poser deux équivalents 7 Quelles opérations sont autorisées avec les équivalents 7

Exercice 7. Un autre grand classique qui peut révéler une mauvais compréhension des choses
Rappeler le développement limité en 0 de la fonction = — cos(x). Est-il vrai que

u2

cos(u) ~p 1 — > (a)
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? Est-il vrai que cos(u) ~o 1 — "¢~ 7 Finalement, comment écrire I'information que ’on souhaite
communiquer en (a) ?

Exercice 8. Quizz! Préciser pour chacune des propositions suivantes si elle est vraie (en
la démontrant) ou fausse (en donnant un contre-exemple).

a) Deux suites qui tendent vers +oo sont équivalentes.
b) Deux suites qui tendent vers une méme limite [ € R sont équivalentes.
¢) On suppose que deux suites (uy) et (v,) admettent des limites réelles [ et I'. Si uy, ~ vy,

alors [ =1'.
d) On suppose que deux suites (uy,,) et (v,) admettent des limites réelles I et I'. Si u, = o(vy,),
alors | = 0.

e) (respectivement f)) L’ensemble o(1) (respectivement O(1)) est celui des suites de limite nulle
(respectivement des suites bornées).

g) Siles fonctions f : R — R et g : R — R tendent vers +00 en 400 et si f ~;o g alors
I(f(2)) ~ 40 In(g())

h) Si les suites (uy,) et (vy,) vérifient u,, = o(v,) et v, = o(u,) alors elles sont nulles & partir
d’un certain rang.

IIT Pour manipuler
Exercice 9. Prouver précisément et efficacement les relations suivantes :

3 _3 —
2 2

a) r2 + a2 ~ o 2 b) z2 4272~z
c) In(x) =1 o(x®+1) d) Arctan(z)In(z) =40 o(\/7)
e) ? flz) =m0 — o(@F)  £) In(a? +2) ~io0 2In(2)
. I2
g) tan (sm(x%%)) ~ioo 2 h) cosh(z) —1~p %

i) In(In*(z + 3)) =400 O(In(In(z))) et j) (lrll(rll(l_gr)> —lraaio ﬁ

Njw

Exercice 10. Trouver un équivalent simple des suites de terme général :

a) In(2n+3) —In(n+2) b) 3 u, =In(2n +3) —In(2n + 1) c) %H - #—2
d) P(n)=an® +ap_1n* 1+ ... +ay avec k€ Netay #0
e) % avec deux polynéomes P et )
f) cosh(yn) g) sinh(y/n) h) v, = (}) avec k un entier fixé

i)t w, =30, kL.

Exercice 11. Suite de Héron On considere la suite réelle (uy,)nen définie par son premier terme

ug = % et la relation de récurrence Vn € N, uy, 41 = %(un + %)

1 faut faire les quizz ! Ils permettent de réfléchir au cours, d’en tester sa compréhension, et de se familiariser
avec les objets mathématiques en incitant & construire des contre-exemples. Ajoutons que la discussion avec le
jury lors de I’épreuve d’exposé peut parfois y ressembler.

20n pourra s’en servir plus tard pour montrer que f1+°° f(x)dx est absolument convergente.

30n pourra se servir plus tard de ce résultat pour montrer que la série " u,, est divergente.

4Un peu plus dur ; pour connaitre la réponse, lire la ligne suivante.

Le dernier terme de la somme définissant u, est équivalent & wu,, .
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Déterminer les limites possibles de la suite.
2. Montrer que
Un+1 — \/5 (un -

Vn € N,

3. En déduire le signe de u, — /5 pour n > 1.
Montrer que (u,) est décroissante.
5. Montrer que :

L

(un —V5) _ ((uO - \/5)>2"
(Un + \/5) (Uo + \/5) ‘

6. En déduire que (u,) converge vers /5.

Vn € N,

7. Montrer que u, — V5 = O((%?)TL) Ce mode de convergence tres rapide® est dit quadra-
tique.

IV Mise en pratique des développements limités.

Exercice 12. Expliquer pourquoi la fonction — |z — 2| n’admet pas de développements limité
en 2 a 'ordre 3.

Exercice 13. Donner les développements limités des fonctions suivantes :

1 NEE
a) z+ 5 en0alordre 4,

On pourra par exemple se ramener au DL de u — 14%71 en 0.

b) x> e” en 2 al'ordre 3,
On pourra par exemple se ramener auw DL de u — e* en 0.

c) x+ sin(z) en § a l'ordre 4,
d) z+— e!'=®) en 0 4 ordre 5,
e) xe@ en 0 & lordre 5,
f) z— (1+ 51:2)% en 0 & lordre 4,
g) x+— y/cosh(z) en 0 & l'ordre 4, et

h) 2+~ % en 0 al'ordre 4.

sin(x)

Calculs de limite.

Exercice 14. Etudier les limites des fonctions® :

2_ 2
a) T+ zh;# en 0,
cos(z)+In(1+z)—v1+z en 0

ln(lfa:)Jrgin(:):)
tan(z)—x

b) x —

)

c) T+ en 0,

5Comment évolue le nombre de décimales exactes d’une itération & autre ?
SEn fait, comment construire des exemples intéressants ?

2019/2020 INSPE Toulon-Nice 3/5 Centre La Seyne



d) z — w en 0" en fonction de o € R. On pourra donner un équivalent simple du

numérateur.

e) z— (1+ i)fw en +00,

f) x — \/ch(z) — \/sh(z) en +oo0,
1

g) z = (sinw(x))gT2 en 0.

Applications des développements limités.

Exercice 15. On considére la fonction rélle f définie sur R* par f(z) = 223 (e_72 —1+3 sin(%)).
1. Obtenir un développement limité en % a l'ordre 4 de la parenthese de ’expression précédente.
2. En déduire 'équation d’une parabole asymptote en +o00 et —oo a la courbe C d’équation
y = f(z).
3. Préciser les positions de la courbe et de I'asymptote.

2
Exercice 16. On considére la suite réelle (uy),>1 de terme général u, = (nsh(2))"
1. Calculer la limite [ de la suite (uy,).
2. Donner la nature de la série de terme général u, — [.

Exercice 17. Prolongement par continuité. Soit f D’application de R* dans R définie par
vz eR*, f(z) =<
1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 0.

2. Montrer que ce prolongement est de classe C' sur R.

Exercice 18. Ftude locale. Soit f l'application de R* dans R définie par Vo € R* | f(z) =

2

cos(z)—cosh(z) "
Montrer que f posséde un développement limité a ’ordre 3 au voisinage de 0 et le calculer.

2. Montrer que f se prolonge par continuité en 0 et que ce prolongement est dérivable sur R.
On précisera f'(0).

3. Préciser la position relative de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente au
voisinage de 0.

V Questions a se poser au sujet des développements limités.

Exercice 19. Soit I un intervalle ouvert, ¢ un élément de I, et une fontion f : I — R.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction admette un DL & 'ordre
0 en un point.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction admette un DL a l'ordre
1 en un point.

3. Que peut-on dire si a n’appartient pas a I 7
4. En considérant la fonction f(z) = 23 cos(m%), remarquer que ’existence d’un DL & 'ordre

2 en un point a n’implique pas l'existence de f”(a) .
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5. Pire : en considérant la fonction nulle sur Q et qui vaut 2"*! pour » € R\ Q, expliquer
pourquoi méme s’il existe un développement limité a 'ordre n en un point a, la question de
lexistence de f”(a) ne se pose pas forcément.

Exercice 20. Une erreur classique. Etudier le raisonnement suivant.
In(1+ z) =z + o(x) d’ou l'existence de € tel que In(1 + x) = = + ze(x) avec e(x) —¢ 0.

sin(z) = z + o(z) d’ou lexistence de € tel que sin(x) = = + ze(x) avec e(x) —¢ 0.

1 — cos(x) = 552—2 + o(x?) d’ou lexistence de € tel que 1 — cos(z) = % + 22%¢() avec e(x) —¢ 0.

On a alors

In(1+ x) —sin(z) + 1 —cos(z) (z 4 ze(z)) — (z 4 ze(z)) + (%2 + 2%€(x))
2 2

T x

In(1 +z) —sin(z) + 1 —cos(z) ‘%2 + 2%¢(z)
2 - 2

T T

d’on In(14x)—sin(x)+1—cos(z)

3 tend vers % quand z tend vers 0.

Exercice 21. Quizz

On considere I un intervalle d’intérieur non vide dont I’adhérence contient 0 et une fonction
f : I — R. Pour chacune des propositions suivantes, préciser si elle est vraie (en la démontrant)
ou fausse (en donnant un contre-exemple) :

a) Soit A > 0. Si f(z) = Az? + o(x?), alors f est positive sur I.

b) La fonction x — /z admet un développement limité & 1’ordre 0 en 0.

¢) La fonction z — /z admet un développement limité & I'ordre 1 en 0.

d) On suppose que f est continue sur I et que F est une primitive de f sur I. Si f(z) =
o apr® + o(z™), alors F(z) =Y}, k“—flmkﬂ + o(x™t).

e) Un O(z™) est un o(z™).

f) sin(z) =z — % + o(z?).

g) Soit (ag,...,an,) € R" L. 1l existe une unique fonction f : I — R telle que f(z) =
S g akz® + o(z™).
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