
Feuille 4

Théorèmes de convergence et Statistiques

Intervalles de fluctuation et de confiance

Rappels sur les marches aléatoires finies.

M1 Enseignement Mathématiques - Probabilités et Statistiques

Un des objectifs de cette feuille est de travailler les liens entre certains théorèmes de convergence
de variables aléatoires (loi faible des grands nombres, théorème central limite,...) et statistiques.

Un deuxième objectif est de comprendre les notions d’intervalles de fluctuation et de confiance,
en lien avec l’actuel (celui de 2019-2020) programme de TS.

Enfin, un autre objectif est de revoir la notion de marche aléatoire sur un ensemble fini. Pour
réviser ce dernier thème, on pourra également reprendre le travail effectué en Initiation à la
recherche au premier semestre.

Exercice 1. Retour sur le problème - Convergence de la moyenne vers l’espérance.
1. On reprend l’algorithme (dans sa version corrigée !) de la première partie du problème étudié,
concernant le déplacement de la puce. On considère X une variable aléatoire dont la valeur cor-
respond à la position de la puce après les 50 sauts. Calculer l’espérance et la variance de X.
2. On souhaite répèter l’expérience 1000 fois, et renvoyer la moyenne des positions de la puce.
(C’est-à-dire que 1000 fois, la puce va partir de la position 0 et effectuer 50 sauts.) Implémenter
l’algorithme : quelle valeur moyenne obtenez-vous ?
3. Démontrer (ou redémontrer !) la loi faible des grands nombre en supposant connue l’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev.
4. Montrer qu’on peut appliquer la loi faible des grands nombres pour interpréter le résultat
obtenu à la question 1. . On pourra introduire des variables aléatoires X1, X2, · · · correspondant
aux expériences successives : on les supposera indépendantes, et suivant chacune la même loi
que X.
5. A partir de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner pour tout entier n > 0 et tout réel
ε > 0 une majoration de

p

(∣∣∣∣X1 + . . . Xn

n
− E(X)

∣∣∣∣ ≥ ε)
en fonction de n.
6. En déduire une condition suffisante sur le nombre d’expériences à simuler pour obtenir une
estimation de l’espérance à 10−1 près avec une probabilité supérieure à 0, 99, autrement dit pour
que

p

(∣∣∣∣X1 + . . . Xn

n
− E(X)

∣∣∣∣ ≥ 0, 1

)
≤ 1

100
.

Exercice 2. Retour sur le problème du Duc de Toscane - Convergence de la fréquence vers la
probabilité.
1. On reprend l’algorithme de l’exercice 1 de la Feuille 2. En répétant l’expérience 1000 fois,
donner une valeur approchée de la probabilité d’obtenir 9 et de la probabilité d’obtenir 10.
Comparer avec les vraies valeurs. Même chose en répétant l’expérience 10000 fois.
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2. On souhaite justifier cette façon de procéder : par exemple on va essayer de justifier pourquoi
la fréquence d’obtention du 9 converge vers la probabilité. Dans ce but, on introduit une suite
de variables aléatoires de Bernoulli (Xn)n∈N∗ supposées indépendantes, telle pour tout entier n,
la variable Xn prenne la valeur 1 si et seulement si on obtient 9 au n-ième tirage. Appliquer la
loi des grands nombres pour justifier la méthode utilisée en 1 .
3. En utilisant une inégalité déduite de l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une condi-
tion suffisante sur le nombre d’expériences à simuler pour obtenir une estimation de la probabilité
d’obtenir 9 à 10−2 près avec une probabilité supérieure à 0, 95.

Exercice 3. Retour sur le problème dit du collectionneur de coupons. On revient sur l’exer-
cice 5 de la Feuille 2, lié à l’activité de la page 140 du livre de TS Spécialité Mathématiques du
manuel Math’x chez Didier. On essaie de prendre un peu de recul par rapport à l’exercice, avec
nos connaissances du supérieur.
1. Répondre à la question B.1.b de l’activité en utilisant une loi classique du cours du supérieur.
2. Répondre à la question B.1.b de l’activité sans citer cette loi classique. (Il s’agit donc de
déterminer la loi de probabilité de la variable en jeu...)
3. Une égalité est admise au début de la question B.2.b : la démontrer.
4. Quel deuxième résultat absent des programmes de lycée est admis à la question B.2.b ?
5. On considère cette fois le cas où il y a non plus 11 figurines à collectionner, mais n figurines,
pour un entier n > 1. Donner rapidement une expression de E(Y ) dans ce cas, puis un équivalent
de E(Y ) quand n tend vers l’infini. Pour obtenir l’équivalent, une possibilité est d’utiliser un
encadrement entre série et intégrale.

Exercice 4. Retour sur l’exemple de marche aléatoire sur un ensemble fini. On revient sur
l’activité de la page 168 du livre de TS Spécialité Mathématiques du manuel Math’x chez Di-
dier. On essaie de prendre un peu de recul par rapport à l’exercice, avec nos connaissances du
supérieur.
1. Une aide est donnée dans le manuel pour répondre à la question 2 de l’exercice : où peut-on
trouver une trace écrite ou la justification de cette aide dans le manuel ?
2. Démontrer complètement le résultat affirmé dans cette aide en utilisant la formule des pro-
babilités totales.
3. On souhaite restreindre les limites possibles de la suite (Pn)n∈N sans mener l’étude de la
question 3 de l’exercice. Montre que si (Pn) converge vers une matrice ligne P , alors on a deux
conditions sur P , chacune obtenue en passant à la limite dans une égalité. Que peut-on en
déduire sur P ?
4. Reprendre la correction de l’exercice : attention, la page du manuel comporte des erreurs !

Exercice 5. Intervalles de fluctuation et de confiance.
1.a. Donner la définition des intervalles de fluctuation au programme de la classe de Seconde.
1.b. Donner la définition des intervalles de fluctuation au programme de la classe de Première
S (on complètera la définition à l’aide du document d’accompagnement en Probabilités et Sta-
tistiques pour les classes de Première).
1.c. Illustrer la définition demandée en Première S à l’aide d’un tableur ou d’un langage de
programmation.
1.d. Donner les différents intervalles de fluctuation que les programmes de Seconde et de Ter-
minale demandent d’utiliser en pratique.
2.a. Dans (par exemple) le programme de la classe de Terminale Scientifique, un réel uα est
défini. Rappeler sa définition.
2.b. Montrer précisément que uα est bien défini. Pour cela, on pourra étudier une fonction

2019/2020 INSPE Nice-Toulon 2/6 Centre La Seyne



x 7→
∫ x
−x f(t)dt bien choisie, et appliquer un théorème du cours de Terminale S bien choisi, en

vérifiant ses hypothèses.
2.c. En vous appuyant sur le théorème de Moivre-Laplace, donner une démonstration d’un
résultat central dans le programme de TS concernant les intervalles de fluctuation : le premier
point de la colonne Capacités attendues, page 15 du programme.
2.d. Comparer les intervalles de fluctuation de Seconde et de Terminale : montrer que l’un est
inclus dans l’autre.
3. Quels sont les intervalles de confiance qui apparaissent au programme de la classe de Termi-
nale ?
4.a. Dans quel cas utilise-t-on un intervalle de fluctuation, et dans quel cas utilise-t-on un
intervalle de confiance ? On essaiera de faire une réponse courte et précise, en insistant sur les
différences. (A nouveau, on peut s’aider des documents d’accompagnement.)
4.b. L’utilisation d’un intervalle de confiance en TS est assortie de conditions à vérifier. Etant
donné l’objectif de l’utilisation d’un intervalle de confiance en TS, quel problème est naturelle-
ment soulevé ? Quelle réponse apporter ?
5. On a observé 100 poissons malades sur 820 poissons pêchés. On considére qu’il s’agit d’un
échantillon aléatoire prélevé avec remise (car il y a de nombreux poissons dans la rivière). On
cherche à estimer la proportion de poissons malades. Proposer un intervalle de confiance de la
proportion de poissons malades dans la rivière au seuil de confiance de 95%.
6. Le responsable de la maintenance des machines à sous d’un casino doit vérifier qu’un certain
type de machines est bien réglé sur une fréquence de succès de 0, 06. Lors du contrôle d’une ma-
chine, le technicien constate qu’elle a fourni 9 succès sur 85 jeux. Le technicien va-t-il modifier
le réglage de cette machine ?

Exercice 6. On dira qu’un gène est homozygote s’il est représenté par deux allèles iden-
tiques, et qu’il est hétérozygote si les deux allèles sont différents. On considère la couleur des
yeux des mouches drosophiles. Par croisement de mouches homozygotes ”yeux rouges” de gènes
AA et de mouches homozygotes ”yeux bruns” de gènes aa, on obtient des mouches hétérozygotes
”yeux rouges” Aa. Si l’on croise ces hétérozygotes entre eux, on doit obtenir, selon la théorie
de Mendel, dans cette seconde génération, 75% de mouches ”yeux rouges” de gènes AA ou Aa,
et 25% de mouches ”yeux bruns” de gènes aa. On souhaite tester l’hypothèse selon laquelle la
proportion de drosophiles ”yeux rouges” de seconde génération est p = 0, 75 en mettant en place
une expérimentation permettant d’observer 300 drosophiles de seconde génération (considérées
comme un échantillon aléatoire).
1. Sous l’hypothèse p = 0, 75, déterminer l’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de
95% de la variable aléatoire correspondant à la fréquence du caractère ”yeux rouges”.
2. Énoncer la règle de décision permettant de rejeter, ou non, l’hypothèse p = 0, 75, au seuil de
5%, sur un échantillon aléatoire de taille 300.
3. Une expérience permet d’observer 237 ”yeux rouges” et 63 ”yeux bruns”. Cette répartition
est-elle conforme à la loi de Mendel au seuil de décision de 5% ?
4. Combien faut-il ou aurait-il fallu observer de drosophiles ”yeux rouges” pour rejeter la confor-
mité avec la loi de Mendel au seuil de décision de 5% ?

Exercice 7. Un peu de recul par rapport aux programmes. Dans cet exercice on examine
les anciens programmes de Seconde.
1. On fixe p ∈ [0, 1]. Pour tout n ∈ N∗ on considère une variable aléatoire Xn suivant une loi
binomiale de paramètres n et p. Traduire l’extrait suivant de l’ancien programme de Seconde
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à l’aide d’une inégalité faisant intervenir la variable Xn.
2. Pour n = 41 et p = 1/2, donner en vous aidant d’un ordinateur ou d’une calculatrice une
valeur approchée de P (np−

√
n ≤ Xn ≤ np+

√
n).

3. Donner pour une autre valeur de p ∈ [0.2, 0.8] une autre valeur de n pour laquelle on a
P (np−

√
n ≤ Xn ≤ np+

√
n) < 0, 95.

4. Que peut-on en conclure quant à l’énoncé du résultat du programme de Seconde ?

Exercice 8. Méthode de Monte-Carlo dans un cas particulier. On va justifier ici le fait sui-
vant, utilisé sans démonstration dans certaines formulation de la méthode de Monte-Carlo pour
le calcul de π.

Théorème : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes et suivant la loi uniforme sur [0, 1],
et soit D le quart de disque unité défini par

D =
{

(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1
}
,

alors on a P ((X,Y ) ∈ D) =
π

4
.

1. Soit a, b, c ∈ [0, 1] avec a < b, démontrer que

P ((X,Y ) ∈ [a, b]× [0, c]) = c(b− a).

2.a. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) =
√

1− x2. Justifier sans calculer d’intégrale
les égalités suivantes : ∫ 1

0
f(x)dx =

π

4
.

2.b. Montrer qu’un changement de variable peut également permettre d’obtenir l’égalité de la
question précédente. (Cela peut être utile dans un contexte où on a défini l’intégrale à partir de
sommes de Riemann.)
3. Démontrer que f est décroissante sur [0, 1].
4. On fixe n ≥ 2. Démontrer et illustrer sur un dessin les inclusions suivantes :

n−1⋃
k=0

[
k

n
,
k + 1

n

]
×
[
0, f

(
k + 1

n

)]
⊂ D ⊂

n−1⋃
k=0

[
k

n
,
k + 1

n

]
×
[
0, f

(
k

n

)]
5. En déduire

n−1∑
k=0

1

n
f

(
k + 1

n

)
≤ P ((X,Y ) ∈ D) ≤

n−1∑
k=0

1

n
f

(
k

n

)
6. Conclure de ce qui précède que P ((X,Y ) ∈ D) =

π

4
.

7. Ecrire un algorithme s’appuyant sur la méthode décrite et renvoyant une valeur approchée
de π.
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