Feuille 3 : Coniques.

Géométrie - M2 Enseignement Spécialité Mathématiques

Certains exercices sont tirés de documents de Stella Krell, d’autres inspirés des livres de
Jean-Marie Monier (Exercices de Géométrie chez Dunod) ou du livre Exercices de musculation
en Mathématiques de Michel Miternique (chez Ellipse).

Dans toute la feuille, on considere un plan affine euclidien P muni d’un repere orthonormé
<O; i, j), et ainsi identifié & R2.

I Eléments caractéristiques d’une conique.

Exercice 1.
Avant de la tracer, déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la conique d’équation

4z% — 9y? + 8z + 54y — 113 = 0,
1622 + 9y? + 32z — 5y — 47 =0,
9y% — 22 — 2ax — a® = 36,

1622 — 25¢% + 962 — 256 = 0,
922 4 4% + 182 — 27 =0,

22+ y? =204+ 2y=0..

SR W=

Exercice 2. Avant de la tracer déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
conique d’équation 22 — 2zy + 3% — 62 — 10y +9 = 0. On pourra dans ce but ecrlre son equatlon

it —it
cartésienne dans le repere <Q, I1,J ,) ou Q a pour coordonnées (0, 1) et I= l\[j, J= \l/ij

Exercice 3. Identifier les courbes d’équation polaire :
1 .
1. p(0) = T—2cos(g)> PWS

2 p(@) = 2+C(1)s(0)’
1. p(@) = l—siln(G)’ et
2. p(0) = 2+Siln(9)

Exercice 4. Soit (a,b) € (Ri)Q, et H I’hyperbole d’équation %5 — ¥ — 1. Déterminer
I’équation des asymptotes a H.

Exercice 5. Soit (a,b) € (R1)2, et £ Dellipse d’équation "Z—z + %—; = 1. Montrer que la tangente
a & en un point (g, yo) de £ admet pour équation cartésienne
IL’O Yo
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Exercice 6. On dit qu'une hyperbole est équilatere si ses asymptotes sont perpendiculaires.
Déterminer 'excentricité d’une hyperbole équilatere.

IT Quelques propriétés des coniques.

Exercice 7. Donner pour chacun des types de coniques un exemple d’apparition dans la
nature.

Exercice 8. Soit £ une ellipse de grand axe AA’. Pour tout M € & distinct de A et de
A’, la tangente en M & £ coupe les tangentes en A et A’ en P et P’ respectivement. Montrer
que AP.A'P’ est constant. On pourra par exemple introduire une paramétrisation classique de
Iellipse...

Exercice 9. Soit H une hyperbole équilatére de centre O, et P et () deux points de H
symétriques par rapport a O. Montrer que le cercle de centre P et de rayon P(@) recoupe
‘H en trois points sommets d’un triangle équilatéral de centre O.

Exercice 10. A quelles conditions sur (a,b,c,d) € R* la courbe représentative de la fonc-

tion x +— ‘C‘afig est-elle une hyperbole ?

Exercice 11. Soit P une parabole. Une droite variable D passe par le foyer et coupe la
parabole en deux points M; et Ms. Montrer que le cercle de diametre M; M, est tangent a la
directrice, et déterminer le lieu du centre de ce cercle. On pourra introduire 6, ’angle entre la
corde et ’axe focal.

Exercice 12. On souhaite étudier £ l’ensemble des centres des cercles tangents a la droite
(Oy) et au cercle C d’équation 22 + y? — 4y + 3 = 0.

1. Proposer deux symétries qui laissent £ invariant.
2. Montrer que L est la réunion de deux coniques dont on précisera les éléments caractéristiques.

I1T Probléme.

Probléme 1 : probléeme de I’examen final de ’année 2012-2013

Soit p > 0. On considére une parabole I' d’équation cartésienne y?> = 2pz dans le plan P.
On notera F' son foyer.

1. Soit My € T' de coordonnées (zg,yp). Redémontrer que la tangente a I' en My a pour
équation cartésienne yoy = p(zo + x).

2.  On considere un point M € I' distinct de 'origine O et D la tangente a I' en M. On
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note N le projeté orthogonal de M sur 'axe (Oy) des ordonnées, K le projeté orthogonal de M
sur la directrice de I', et L le point de concours des droites D et (Oy).

2.a. Que peut-on dire du triangle KM F ?

2.b. Montrer que L est le milieu de [ON]. On pourra introduire les coordonnées (xnr,ypr) de
M. Que peut-on dire de KNFO ?

2.c. Montrer que D est une bissectrice des droites (M F) et (MK).

3. Soit A, B et C trois points distincts de I" d’ordonnées respectives a, b et c. Apres avoir
calculé les abscisses de ces points, montrer que les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires
si et seulement si

a’ 4+ ac+ab+be+4p* = 0.

4. Dans cette question et dans la suivante, on fixe un point A sur I'. Les points B et C,
distincts de A, varient sur ' de fagon telle que les droites (AB) et (AC') soient perpendiculaires.
Montrer qu’une telle droite (BC') a pour équation cartésienne :

(y 4+ a)b® + (=2pz + a® + 4p*)b — 2apz — a®y — 4p*y = 0.

5. On considere la méme configuration que dans la question précédente. Montrer que pour A
fixé, les droites (BC') ont un unique point commun. En déterminer les coordonnées en fonction
de a. On notera M4 ce point.

6. Déterminer le lieu £ des points M4 lorsque A décrit I'. Préciser rapidement les éléments
caractéristiques de L, et représenter sur une méme figure I' et L.
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