Le cadre de cette these est I’étude de 'anneau des cycles algébriques associé a la jacobienne
d’une courbe lisse. Plus précisément, on en considére un sous-anneau appelé ”anneau tau-
tologique”. Apres avoir décrit ce cadre et les principaux résultats connus, nous annoncerons les
résultats obtenus dans ce travail, a savoir le calcul de relations nouvelles entre cycles modulo
équivalence algébrique en fonction des systemes linéaires admis par la courbe.

Cadre et principaux résultats connus

On considere C' une courbe lisse projective de genre g. On note JC' la variété jacobienne
associée. Pour tout entier n positif, C,, désignera le produit symétrique de la courbe. A tout
choix d’un point de C), on peut associer un morphisme u, : C, — JC. Pour tout k de Z la
variété abélienne JC admet des homothéties que ’on note également k :

k. JO — JC

r +— kx

On utilise la notation A(.JC) pour I'anneau! des cycles modulo équivalence algébrique et C H(JC)
pour 'anneau de Chow. Ces anneaux seront toujours considérés tensorisés par Q. Comme la
jacobienne est une variété abélienne, ces anneaux sont naturellement munis d’un deuxieme pro-
duit, le produit de Pontryagin. La transformation de Fourier réalise un isomorphisme de A(JC)
qui échange les deux produits. Elle est au coeur de la décomposition introduite par Arnaud
Beauville dans [Bea86]. Appliquée dans ce cas, la décomposition s’écrit pour les cycles de codi-
mension p :

p
A(JC) = P A7, (JO)
i1=p—g

)(JC’) si et seulement si pour tout k on a k*a = k*~‘a, ou ce qui est

ot un cycle a est dans Af,

(

équivalent : k.o = k2972Ptiq,

Considérons par exemple le plongement de la courbe C' dans JC. 11 définit un cycle de
A971(JC) que I'on note également C. On peut montrer que sa décomposition est la suivante :

-1
(1) C =Cop+...+Cyo1 avec C(;) € A?Z.) (JO)

L’anneau tautologique est le plus petit sous-anneau de A(JC') contenant C' et stable pour les
produits d’intersection, de Pontryagin, ainsi que pour les opérateurs k., et k*. On le note R.
D’apres Beauville ([Bea04]), 'anneau R muni du produit de Pontryagin est engendré par les
composantes C(;). Par suite, R est de dimension finie, et admet la description :

Q[C(0),- -, C(g-1)]
R
ou R désigne les relations entre les composantes C;) pour le produit de Pontryagin.

R=

Mais discuter la nullité de cycles modulo équivalence algébrique est un probleme difficile
en général. Dans le cas particulier de Q[C(O), .. ,C’(g,l)], et méme des composantes C(;), on
connait peu de résultats de non-nullité. Pour des genres suffisamment grands, et des courbes
génériques, des théoremes de Ceresa et de Fakhruddin donnent la non-nullité de Cy) et de C(y)
([Cer83] et [Fak96]). Plus récemment, Atsuchi Ikeda ([Ike03]) a montré pour une courbe lisse
plane générique de degré d que la composante C(;) n’est pas nulle dans I'anneau de Chow lorsque

1Qn notera toujours la dimension en indice (A;(X) et CH;(X) ) et la codimension en exposant (A*(X) et
CH'(X)).
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1 vérifie 'encadrement 0 <7 < d — 3.

On s’intéresse en fait dans ce travail a ’autre probleme, celui de montrer la nullité de cy-
cles. Alexander Polishchuk obtient dans [Pol] et dans ce sens un résultat universel : il calcule
un idéal I, de relations valables pour toutes les courbes de genre g. Cet idéal est stable par
transformation de Fourier, ce qui amene l'auteur a penser que le jeu de relations est complet
pour les courbes génériques. On sait en revanche qu’il n’est pas complet pour toutes les courbes.
Le résultat principal obtenu pour les courbes non génériques est celui énoncé par Elisabetta
Colombo et Bert van Geemen :

Théoréme 1. Si la courbe C' admet un revétement de P de degré d, la composante Cy est
nulle pour tout 1 > d — 1.

Notons G C Cy le systéme linéaire associé au revétement. On peut définir pour tout n vérifiant
I’encadrement 1 < n < d le systeme linéaire tronqué :

(2) G,={DeC,|3FE€Cy,, D+E€G}

La formule suivante lie la classe algébrique de la courbe G, aux classes des images par ho-
mothéties de C. Cet élément important de la preuve du théoreme ci-dessus est le point de
départ de notre travail :

3 unle] =3 V(4 ) 0
()

- (2
=1

Résultats obtenus dans la theése

Bien sur G4 est le systeme linéaire G, et tous ses diviseurs sont linéairement équivalents.
L’image par ug de la courbe G4 est donc un point de la jacobienne. Comme les dimensions ne
sont pas conservées, le cycle algébrique ug4,[G4] est nul. En remplagant alors dans (3) le cycle
C par sa décomposition (1), on redémontre le théoreme précédent.

Ce raccourci a 'esprit, on étend dans cette these la formule (3) aux systemes linéaires de
dimension 7 et de degré d (expression que ’on abregera par la suite en g})) :

Théoréme 2. Si C admet un g}, sans point de base, on a Uégalité dans A"~"(C,,) :
d T (71)741_1 T '
Gl= % (s JITEE) Bas o= i
1<ii <...<ip u=1"w/ "1 v u=1
ot o est un point quelconque de C' et &;, ;. la diagonale généralisée dans Cs~;, -

(51‘17._72‘7, = {ill’l + ...+ iz ‘ x; € C}

En appliquant & nouveau le raisonnement du paragraphe précédent a la classe [G4] associée a
tout systeme linéaire, on obtient les relations dans 'anneau R :
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Théoreme 3. Si la courbe C' admet un g, sans point de base, on a pour tout entier positif s la
relation suivante dans A“?S_)T(J C) :

> Bldiar+1,... a0+ 1) Clgyyx... % Clay =0

0<ai,...,ar
ar+...+ar=s
d d d
o B(d,a1,...,a;) = § § (—1)attir I E TR s
: : 11+ ...+
11=1 ir=1

Expliquons rapidement comment sont calculées les classes [G,,] : par récurrence, et en con-
sidérant la sous-variété Hg, de (P")" des éléments dont toutes les composantes sont sur un méme
hyperplan projectif. Si le g}; induit le morphisme ® : C' — P", on considere le pullback de la
classe [Hp.] par ®*". Il fait apparaitre la classe [G),] recherchée ainsi que des cycles indésirables.
On conclut en identifiant ces cycles (liés aux classes [Gg] lorsque k& < n) et en utilisant la connais-
sance de 'anneau de Chow de (P")". Précisons que le résultat est en fait obtenu dans ’anneau
de Chow CHY7"(JC). La formule du théoreme 2 en est sa simplification modulo équivalence
algébrique.

Les relations obtenues a partir d’'un g; le sont dans RN A?i)(JC) pour a > d—r+1. En
particulier, on obtient dans R N A?J_ngfl) (JO)

(4) C(r,d,g9) Cla—2r41) = 0

ou pour tout entier r positif C(r,d, g) est un polynéome de Q[d, g]. Mais la nullité de Cla—2r+1)
lorsque C(r,d, g) est non nul n’est pas un résultat nouveau. On reconnait en effet dans C(r,d, g)
le nombre de r — 2 plans 2r — 2 sécants a la courbe considérée. L’existence d’un tel sous-espace
garantit celle d’'un gé_zr 4o, €t la nullité de C(y_9,41) apparait alors comme une conséquence
du théoréme 1. Si le résultat n’est pas nouveau, il peut laisser penser que la nullité de Cy_1)

une relation monomiale :

implique 'existence d’un gcll.

On obtient en revanche des relations nouvelles entre cycles de R de dimension supérieure.
Par exemple, dans le cas des courbes planes et gauches, on montre que pour g suffisamment
grand il existe une courbe de degré d pour laquelle les relations obtenues ne se déduisent ni
des relations de I, ni du gcll/ induit par le systeme linéaire. On précise quelles sont les relations
obtenues pour les courbes de genre inférieur a 10.

Organisation de la theése

La these est organisée en cing chapitres. On décrit dans le premier le cadre du travail.
Mis & part le raccourci entre la formule (3) et le théoreme 1 tous les résultats énoncés sont déja
connus.

L’objectif du deuxieme chapitre est la démonstration du théoréeme 2. On donne une formule
de récurrence liant pout tout n les cycles [Gy] pour k variant de r a n et le cycle [Hp.]. On
en déduit une expression des classes [Gy] dans 'anneau de Chow et dans anneau des cycles
modulo équivalence algébrique.

Les trois derniers chapitres sont consacrés a I’étude des relations que I'on peut en déduire. Le
troisieme chapitre détaille 'obtention de relations a partir de 1’égalité ug,[G4] = 0 en projetant



sur les différents espaces propres. On explique pourquoi les premieres relations sont triviales, et
donne une expression simple pour la premiere relation non triviale obtenue.

Le quatrieme chapitre fait le lien entre les systemes linéaires de dimension r et les (r — 2)
plans 2r — 2 sécants & la courbe. Apres avoir rappelé la formule de Castelnuovo, on montre
comment elle apparait dans la relation monomiale mettant en jeu Cy_g,41)-

On applique dans le cinquiéme et dernier chapitre les théoremes démontres aux courbes planes
et gauches. On résume les résultats obtenus pour les courbes de genre g < 10.

Il peut étre utile de consulter I'index des notations qui précede la bibliographie.
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